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AVIS 

SUR  CETTE  SECONDE  ÉDITION. 

La  traduchon  françoife  des  Élé- 
mens  d’ Algèbre  d’ Eu  LE  R , fortie 
pour  la  première  fois  de  nos  prejfes 
en  1/84 , fut  accueillie  avec  tout 
V emprejfement  que  pouvoit promettre 
la  célébrité  de  fon  illufre  Auteur  (*)• 

(*)  EUe  parut  fous  les  aufpices  de  d’Alembert , 
à qui  elle  fut  dédiée  ; le  refpeft  que  nous  portons 
à fa  mémoire  nous  fait  une  loi  de  rappeler  ici  la 
dédicace  placée  alors  à la  tête  de  notre  édition. 

A M.  d’Alembert. 

« Il  ne  nous  appartient  ni  de  prononcer  fur  le 
» mérite  de  l’Quvrage  dont  vous  nous  avez 
» permis  de  faire  paroître  la  première  édition 
» Françoife  fous  vos  aufpices  , ni  d’ajouter  aux 
♦*  éloges  qu’il  a reçus  , foit  dans  fa  langue  ori- 
>>  ginale  , foit  dans  la  traduction  Rude  qu’on 
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vj  Avis 

La  clarté  & la  profondeur  qui  y 
régnent , dévoient  fixer  V attention  de 
tous  ceux  qui  s’appliquent  a l’ctude 
du  calcul  : plus  l’ouvrage  fut  connu 
& apprécié , plus  il  fut  recherché  ; 
& les  exemplaires  de  cette  première 
édition  devenus  extrêmement  rares , 
ont  été  portés,  en  dernier  lieu , a un 
prix  exorbitant.  Il  refioit  à défirer , 
non  pour  la  gloire  de  l’ Auteur  mais 

» en  a donnée.  Le  nom  feul  de  M.  Euler  , en  le 
» rendant  précieux  aux  Mathématiciens , annonce 
*»  à ceux  qui  travaillent  à le  devenir,  tout  ce 
> qu’ils  peuvent  s’en  promettre. 

» M.  Bernoulli  , digne  héritier  de  ce  nom 
h lï  grand  dans  les  Sciences  , & Direûeur  de 
» l’Obfervatoire de  Berlin , sert  chargé  de  rendre 
» en  notre  langue  le  texte  de  M.  Euler , & de 
*>  l’enrichir  de  quelques  notes  hiftoriques.  M.  de 
» la  Grangf.  , dont  le  rare  génie  & les  nom- 
»>  breux  fucccs  fixent  depuis  long-temps  l’atten- 


SUR  CETTE  SECONDE  ÉDITION.  Vlj 

pour  U utilité  publique , quel'  ouvrage 
adopté  publiquement  fût  mis  entre 
les  mains  des  jeunes  élevés  auxquels 
il  avoit  ejfcnticllemcnt  été  dejllné.  Ce 
vœu  ejl  maintenant  accompli  : le 
Comité  d' injlruclion  publique  vient 
de  le  rappeler  a fa  def  ination  pre- 
mière ; il  en  a cotifacré  & étendu 
V utilité . 

Dans  la  vue  de  concourir  a la 


* tion  de  toute  l’Europe  favante , a ajouté  au 
v>  mérite  de  l’Ouvrage  , en  y joignant  un  mof- 
« ceau  deftiné  à compléter  le  traité  de  l’Analyfe 
» indéterminée. 

»*  Tout  concourt  à établir  vos  droits  fur  l’hotïl- 
» mage  que  nous  prenons  la  liberté  de  vous  of- 
» frir.  C’cft  au  Philofophe , au  Mathématicien  qtii 
»>  honore  fon  fiecle  , que  nous  devions  préfen- 
» ter  l’Ouvrage  d’un  homme  également  dcflinc  à 
» l’ilîuftrer.  L’ambition  s’attacha  fou  vent  au  rang 
» pour  s’appuyer  de  la  faveur  de  la  proteftion  ; 


viij  Avis  sur  cette  sec.  Édit, 
fiagejfi  de  fis  vues , nous  nous  fiommts 
hâtés  de  publier  cette  première  partie  , 
qui  renferme  & complété  /’Analyfe 
déterminée.  La  fécondé  partie  , en- 
tièrement confacrée  a /’Analyfe  indé- 
terminée & enrichie  des  additions  du 
célébré  LA  GkANGE , efi fous prejfe  ; 
elle  fera  difiribuée  féparémcnt  en 
faveur  de  ceux  qui  voudront  com- 
pléter l'ouvrage. 

V»  un  motif  plus  cher  nous  porte  à vous  offrir  le 
♦>  témoignage  public  de  la  reconnoiffance  que 
» nous  devons  aux  bontés  dont  vous  nous  avez 
» honorés.  En  plaçant  votre  nom  à la  tête  de  ce 
►»  Livre  , nos  fentimens  pour  vous  nous  ont 
w fuggéré  le  choix  qu’auroit  pu  faire  le  difcer- 
» nement  le  plus  jufte  , & nous  nous  applau- 
» dirons  dans  notre  hommage  , d’avoir  l’Europe 
p entière  pour  témoin  & pour  approbateur.  » 

J.  M.  Bru  y s et  pere  et  fils. 

> 
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AVERTISSEMENT 
DES  ÉDITEURS 
DE  V ORIGINAL. 


IN  o u s mettons  entre  les  mains 
des  amateurs  de  l’Algebre  un 
Ouvrage  dont  il  a déjà  paru  une 
*radu£tion  Rufle  il  y a deux  ans. 

Les  vues  du  célébré  Auteur 
étoient  de  compofer  un  livre 
élémentaire , au  moyen  duquel 
on  pût  apprendre  , fans  aucun 
autre  fecours , l’Algebre  à fond. 
La  perte  de  fa  vue  lui  avoit  fug- 
géré  cette  idée , l’a&ivité  de  fon 
génie  ne  lui  permit  pas  de  dif- 


\ 
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% AVERTISSEMENT. 
férer  long-temps  à la  mettre  en 
exécution.  M.  Euler  choifît  pour 
cet  effet  un  jeune  homme  qu’il 
avoit  pris  à fon  fervice  en  quit- 
tant Berlin  , qui  poffédoit  affez 
bien  l’Arithmétique , mais  qui 
n’avoitd’ailleurs  aucune  teinture 
des  Mathématiques  ; il  avoit  ap- 
pris le  métier  de  Tailleur , & ne 
pouvoit  être  mis , quant  à fa  ca- 
pacité , qu’au  rang  des  efprits 
ordinaires.  Non- feulement  ce 
jeune  homme  a très-bien  faifi 
tout  ce  que  fon  illuflre  Maître 
lui  enfeignoit  & lui  diéloit , mais 
il  s’eft  même  trouvé  en  peu  de 
temps  en  état  d’achever  tout 
feul  les  calculs  algébriques  les 


AVERTISSEMENT,  xj 
plus  difficiles , & de  réfoudre 
promptement  toutes  les  quef- 
tions  analytiques  quon  lui  pro- 
pofoit. 

Le  fait  que  nous  citons  doit 
donner  une  idée  d’autant  plus 
avantageufe  de  la  méthode  qui 
régné  dans  cet  Ouvrage  , que 
le  jeune  homme  qui  l’a  écrit,  qui 
en  a développé  les  calculs  , & 
dont  les  progrès  ont  été  fi  mar- 
qués , n’a  reçu  abfolument  d’au- 
tres inftru&ions  que  de  ce  Maî- 
tre , fupérieur  à la  vérité , mais 
privé  de  la  vue. 

Indépendamment  d’un  avan- 
tage auffi  grand  , les  Connoif- 
feurs  verront , avec  autant  de 


adf  AVERTISSEMENT. 
plaifir  que  d’admiration , l’ex- 
pofition  de  la  do&rine  des  lo- 
garithmes & de  fa  liaifon  avec 
d’autres  calculs , ainfi  que  les 
méthodes  qu’on  donne  pour  la 
réfolution  des  équations  du  troi- 
fieme  & du  quatrième  degré. 

Ceux  enfin  que  les  problèmes 
de  Diophante  peuvent  intéref- 
fer  , feront  charmés  de  trouver 
dans  la  derniere  fe&ion  de  la 
fécondé  Partie , tous  ces  pro- 
blèmes préfentés  d’une  maniéré 
fuivie , & l’explication  de  tous 
les  procédés  de  calcul  nécefiai- 
res  pour  les  réfoudre. 


avertissement 

DU  TRADUCTEUR. 

Le  Traité  d’ Algèbre  que  j’ai  en- 
trepris de  traduire  , a été  publié  en 
Allemand  en  1770  par  l’Académie 
Impériale  des  Sciences  de  Saint-Pé- 
tersbourg. Je  m’abftiendraid’en  louer 
le  mérite , ce  feroit  prefque  faire  in- 
jure au  nom  célébré  de  fon  Auteur  j 
il  fuffira  d’ailleurs  d’en  lire  quelques 
pages , pour  voir , par  la  clarté  avec 
laquelle  tout  eft  expofé , quel  fruit 
les  commençans  peuvent  en  retirer. 
C’eft  fur  d’autres  objets  que  je  crois 
devoir  un  Avertilfement. 

Je  me  fuis  écarté  de  la  divifion 
fuivie  dans  l’original , en  faifant  en- 
trer dans  le  premier  volume  de  la 
traduâiônFrançoife  la  première  fec- 
tion  du  fécond  volume  de  l’original  % 
qui  complété  l’Analyfe  déterminée.. 
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XÎV  AVERTISSEMENT. 

On  fentira  facilement  les  raifons  de 
ce  changement;  non-feulement  il  fa- 
voriloit  la  divifion  afiez  naturelle  de 
l’Algebre  en  Analyfe  déterminée  & 
en  Ànalyfe  indéterminée , mais  il 
devenoit  nécefiaire  pour  conferver 
quelque  égalité  dans  l’épailfeur  des 
deux  volumes,  par  rapport  aux  Ad- 
ditions qu’on  trouve  à la  fin  de  la 
fécondé  partie. 

On  s’appercevra  aifément  à la  lec- 
ture de  ces  Additions , quelles  ne 
peuvent  être  que  de  M.  de  la  Grange  ; 
aufli  font-elles  une  des  raifons  qui 
m’ont  principalement  engagé  à en- 
treprendre ma  traduction  ; je  me  fuis 
félicité  d’être  le  premier  à faire  voir 
plus  généralement  aux  Mathémati- 
ciens à quel  haut  point  de  perfeûion 
deux  de  nos  plus  illuftres  Géomètres 
ont  porté  depuis  peu  une  branche  de 
l’Analyfe  , peu  connue  , mais  dont 
on  fent  les  épines  dès  qu’on  cherche 
à l’approfondir,  & qui,  de  l’aveu 
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AVERTISSEMENT,  xv 
même  de  ces  grands  génies , leur  a 
offert  les  problèmes  les  plus  difficiles 
qu’ils  aient  jamais  réfolus. 

Je  crois  avoir  traduit  cette  Algèbre 
comme  on  convient  qu'il  faut  traduire 
des  Ouvrages  de  cette  efpece  : je  me 
fuis  principalement  attaché  à entrer 
dans  le  fens  de  1 original  6c  à le  rendre 
avec  toute  la  clarté  poffible  ; peut- 
être  même  ofcrai-  je  attribuer  quelque 
fupériorité  à ma  Tradu&ion  fur  l’ori- 
ginal , parce  que  cet  Ouvrage  ayant 
été  di£fé  6c  n’ayant  pu  être  revu  par 
fon  illuftre  Auteur  , il  ed  facile 
de  concevoir  qu’il  avoit  bcfoin  dans 
plulieurs  endroits  qu’on  y pafsât  la 
lime.  Au  rede  , fi  je  ne  me  fuis  point 
affervi  à traduire  littéralement,  je 
n’ai  pas  laiffé  de  fuivre  mon  Auteur 
pas  à pas  ; j’ai  confervé  les  mêmes 
dividons  dans  les  articles , & c’ed 
dans,  un  fi  petit  nombre  d’endroits 
que  j’ai  penfé  à fupprimer  quelques 
détails  de  calcul , ou  à inférer  une 


xvj  AVERTISSEMENT. 
ou  deux  lignes  d’éclairciflement  dans 
le  texte , qu’il  ne  vaut  pas , je  crois , 
la  peine  d’entrer  dans  le  détail  des 
raifons  qui  peuvent  me  juftifier. 

Je  ne  dirai  rien  non  plus  des  notes 
que  j’ai  ajoutées  à la  première  Partie  ; 
elles  font  en  allez  petit  nombre  pour 
que  je  ne  craigne  pas  le  reproche 
d’avoir  grofiî  inutilement  le  volume , 
elles  peuvent  d’ailleurs  répandre  du 
jour  fur  différens  points  de  l’hiftoire 
des  Mathématiques , & faire  connoî- 
tre  un  grand  nombre  de  tables  fub-  • 
lidiaires  peu  connues. 

Quant  à l’exa&itude  de  la  correc- 
tion, je  compte  quelle  ne  le  cédera 
eiïrien  à celle  de  l’original  ; j’ai  com- 
paré avec  foin  tous  les  calculs , ÔC 
en  ayant  refait  un  grand  nombre 
moi-même , j’ai  pu  corriger  plufieurs 
fautes  indépendamment  de  celles  qui 
étoient  indiquées  dans  X Errata. 

. Élémens 
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ÉLÉMENS 

D'ALGEBRE. 

Ht1- =ai|ë.--  ' ■ . 55» 

PREMIERE  PARTIE, 

* * * ” •*  ’n*  V . 

où  r on  traite  de  ü Analyfe  déterminée . . , 

— < ■■■■■  ' 

SECTION  PREMIERE. 

Des  differentes  Méthodes  de  calcul  pour  les  grandeurs 
fini  pie  s ou  incomplexes. 

= "■ 

CHAPITRE  PREMIER. 

DES  MATHÉMATIQUES  EN  GÉNÉRAL. 

i. 

C3  N nomme  grandeur  ou  quantité  t tout 
ce  qui.  eft  fufceptible  d’augmentation  6c 
de  diminution. 

Une  fomme  d’argent  eft  donc  une  quan* 
Tome  /.  A 
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tité,  puifqu’on  peut  y ajouter  & qu’on  peut 

en  ôter. 

11  en  eft  de  même  d’un  poids  & d’autres 
choies  de  cette  nature. 


2. 

On  voit  donc  facilement  qu’il  doit  y 
avoir  tant  de  différentes  efpeces  de  gran- 
deurs , qu’il  feroit  même  difficile  d’en  faire 
l’énumération  : & voilà  l’origine  des  diffé- 
rentes Parties  des  Mathématiques,  chacune 
d’elles  s’occupant  d’une  efpece  particulière 
de  grandeurs.  Les  Mathématiques  en  gé- 
néral ne  font  autre  chofe  que  la  fcience  des 
quantités  , ou  la  fcience  qui  cherche  les 
moyens  de  les  mefurer. 

. . . . ^ ..  . A. 

3* 

Or  nous  ne  pouvons  mefurer  ou  déter- 
miner une  quantité , qu’en  regardant  une 
autre  quantité  de  la  même  efpece  comme 
connue , & en  indiquant  le  rapport  de 
■celle-ci  à celle-là. 
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Qu’il  s’agifle,  par  exemple,  de  déter- 
miner la  quantité  d’une  Tomme  d’argent , on 
regardera  comme  connu  un  louis,  un  écu  , 
un  ducat  ou  quelqu’autre  monnoie , & on 
indiquera  combien  de  ces  pièces  font  con- 
tenues dans  ladite  Tomme* 

De  même  -,  s’il  étoit  queftion  de  déter- 
miner la  quantité  d’un  poids , on  regarde- 
roit  un  certain  poids  comme  connu  ; par 
exemple , une  livre , un  quintal , une  once, 
& on  indiqueroit  combien  de  fois  tel  ou  tel 
poids  eft  contenu  dans  celui  qu’on  déter- 
mine. 

.Veur-on  meTurer  une  longueur  ou  une 
étendue , on  Te  Tervira  d’une  certaine  lon- 
gueur connue , telle  qu’eft  un  pied. 

4* 

Ainfi  les  déterminations  ou  les  meTures 
de  grandeurs  de  toutes  eTpeces , reviennent 
à ceci  : Qu’on  fixe  d’abord  à volonté  une 
certaine  grandeur  de  la  même  eTpece  que 
celle  qu’on  veut  déterminer , afin  de  la 

A * 
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prendre  pour  mefun  ou  unité enfuite,  que 
l’on  détermine  le  rapport  qu’a  la  grandeur 
preferite  avec  cette  mefure  connue.  Ce 
rapport  s’exprime  toujours  par  des  nom- 
bres , d’où  il  s’enfuit  qu’un  nombre  n’eft 
autre  chofe  que  le  rapport  d’une  grandeur  à 
■une  autre  prife  arbitrairement  pour  l’unité. 


' Il  eft  évident  par-là  que  toutes  les  gran- 
deurs peuvent  être  exprimées  par  des  noni- 
bres , & qu’on  doit  faire  confifler  ce  fon- 
dement de  toutes  les  Sciences  Mathéma- 
tiques , dans  un  traité  complet  de  la  fcience 
des  Nombres  & un  examen  loigneux  des 
différentes  maniérés  de  calculer,  qui  peuvent 
fè  préfenter. 

On  nomme  cette  partie  fondamentale 
des  Mathématiques,  VÂnaïyfe  ou  Y.AI- 
gebre  (*). 


(*  ) Plufieurs  Mathématicien*  dillinguent  en’re  Ana- 
lyse 8t  Algèbre.  Ils  entendent  par.  le  terme  d 'Analyfi  la 
méthode  qui  e/i  feigne  à trouver  ces  règles  générales , au 


.t 
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On  ne  Çonlîdere  donc  dans  I’Analyfe 
que  des  nombres  qui  repréfentent  des  quan- 
tités , fans  s’embarrafler  des  efpeces  parti- 
culières des  Quantités.  C’eft  dans  les  autres 
parties  des  Mathématiques  qu’on  s’occupe 
de  ces  efpeces. 

7- 

On  traite  des  Nombres  en  particulier 
dans  l’ Arithmétique  , qui  eft  la  fcience  des 
Nombres  proprement  dite  ,■  mais  cette  fcience 
ne  s’étend  qu’à  de  certaines  façons  de  cal- 
culer qui  fe  préfentent  ordinairement  dans 
la  vie  commune.  L’Analyfe  au  contraire 
comprend  généralement  tous  les  cas  qüi 
peuvent  avoir  lieu  dans  la  doftrine  & le 
calcul  des  Nombres. 

moyen  delquelles  on  foulage  l’efprit  dans  toutes  les 
recherches  mathéma'iques  ; & ils  nomment  Algèbre  l’inf- 
trument  que  cette  méthode  emploie  pour  y parvenir. 
C’eft  la  définition  que  M.  Bcçout  adopte  dans  la  Préface 
de  fon  Algèbre^ 


6 
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CHAPITRE  II. 

Explication  des  Signes  -j-  Plus  & — Moins, 


8. 


u an  d il  s’agit  d’ajouter  à un  nombre 
donné  un  autre  nombre  , cela  s’indique  par 
le  figne  -j-  qu'on  met  devant  ce  fécond 
nombre  , & qu’on  prononce  plus.  Ainfi 
5 — j—  3 lignifie  qu’on  doit  ajouter  encore 
3 au  nombre  5 , & tout  le  monde  fait  qu’il 
en  réfultera  8 ; de  même  1 2 -j-  7 font  19  j 
25  -f-  16  font  4 1 ÿ la  fomme  de  25  -{-  41 
çft  66 , &c. 


9- 


On  a coutume  aufli  de  fe  fervir  du  même 
ligne  -j-  plus  , pour  lier  enfemble  plufieurs 
no  ;.bres  ; par  exemple  : 7 -j-  5 -["9  lignifie 
qu’au  nombre  7 il  faut  ajouter  5 & de  plus 
encore  o , ce  qui  fait  21.  On  comprend 
donc  ce  que  fignifie  h formule  fuivante  : 

.8  -J"  5 + !3  “H  u +».+  3 + 10> 
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à Tavoir , la  Tomme  de  tous  ces  nombres , 
qui  Tait  5 1 . 

10. 

Tout  cela  ne  peut  qu’être  clair  , & il 
refte  à faire  obTerver  que  dans  l’Analyfe 
on  indique  les  nombres  d’une  maniéré  gé- 
nérale par  des  lettres  , comme  a,  b,  c , </, 
&c.  Ainfi,  quand  on  écrit  a -[-  b , cela 
Tignifie  la  Tomme  des  deux  nombres  qu’on 
a exprimés  par  a & b > & ces  nombres 
peuvent  être  très-grands  ou  très-petits.  De 
même  f -|-  m b -J-  x , lignifie  la  Tomme 

des  nombres  indiqués  par  ces  quatre  lettres* 

Il  Tuffira  donc  toujours  de  Tavoir  quels 
nombres  ont  été  indiqués  par  de  telles  lettres 
pour  trouver  aufli-tôt , par  l’Arithmétique , 
les  Tommes  ou  les  valeurs  de  pareille^ 
formules. 

II. 

Quand  il  eff  queftion , au  contraire  , 
d’ôter  ou  de  Touftraire  un  nombre  d’un 

A 4 
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autre  nombre , on  indique  cette  opération 
par  le  ligne  — , qui  lignifie  moins , & qu’on 
met  devant  le  nombre  à foullraire  : ainfi 
8-5 

lignifie  que  le  nombre  5 doit  être  ôté  du 
nombre  8 ; ce  qui  étant  fait  il  relie  3 , 
comme  perfonne  ne  l’ignore.  De  même 
n — 7 eft  autant  que  5 , & 20  — t 4 efl; 
autant  que  6,8:  c, 

12. 

Il  peut  arriver  aulfi  qu'on  ait  plulicurs 
nombres  à foullraire  d’un  feul  nombre.  C’eft 
le  cas  de  cet  exemple  : 

50—1—3  — 5—7—9. 

Cela  lignifie  : Otez  d’abord  1 de  50,  il  relie 
49  ; ôtez  3 de  ce  relie  , il  reliera  46  $ ôtez- 
en  encore  5 , relient  41  ôtez  enfuite  7 , 
il  relie  34;  ôtez-en  enfin  9 , relient  25  } 
& ce  dernier  relie  ell  la  valeur  de  la  for^ 
mule  propofée.  Mais  comme  les  nombres 
1 , 3 , 5,7,9  font  tous  à foullraire  , il 
revient  au  même  de  foullraire  leur  foinme , 
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qui  eft  25  , toute  à la  fois  de  30  ; le  refte 
fera  25  , comme  auparavant. 

I3‘ 

Il  eft  de  même  très-facile  de  déterminer 
la  valeur  de  pareilles  formules , où  les  deux 
lignes  -{-  plus  & — moins  fe  rencontrent  ; 
par  exemple  : > ; 

12 — • j — 5 -f-  2 — 1 eftautant  que  5. 

Il  n’y  a qu  a prendre  féparément  la  fomme 
des  nombres  précédés  du  ligne  -f- , & en 
ôter  celle  des  nombres  précédés  de  — . La 
fomme  de  1 2 & de  2 eft  14,  celle  de  3 , 
5 & 1 , eft  9 j or  9 étant  ôté  de  14,  il 
refte  5. 

14. 

On  s’appercevra  bien  par  ces  exemples 
que  l’ordre  des  nombres  qu’on  écrit  eft  très- 
indifférent  & tout-à-fait  arbitraire  , pourvu 
qu’on  conferve  à chacun  fon  ligne.  Rien 
n’empêcheroit  de  mettre  à la  place  de  la 
formule  du  § précédent  celles-ci: 

* 12-j-Z — j — 3 — 1 j ou  2 — 1 — 3 — j-f-11» 
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ou  encore  d’autres;  & il  faut  remarquer 
que  dans  la  formule  propofée , le  ligne 
eft  cenfé  être  mis  devant  le  nombre  1 2. 

1 5* 

• On  n’aura  plus  de  difficultés  non  plus 
quand , pour  généralilèr  ces  procédés , on 
voudra  fe  lèrvir  de  lettres  à la  place  de 
nombres  réels.  11  eft  clair , par  exemple  , 
que 

a — b — c —J—  d — e 

lignifie  qu’on  a des  nombres  exprimés 
par  a & d , & que  de  ces  nombres , ou  de 
leur  fomme  , il  faut  ôter  les  nombres  ex- 
primés par  les  lettres  b , c , e , & précédés 
du  ligne — . 

Il  importe  donc  principalement  ici  de 
lavoir  quel  ligne  fe  trouve  devant  chaque 
nombre.  De  là  vient  que  dans  l’Algebre, 
les  quantités  lîmples  font  les  nombres  con- 
lidérés  avec  les  lignes  qui  les  précèdent 
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ou  qui  les  affectent.  On  nomme  quantité* 
pojitives , celles  devant  lefquelles  fe  trouve 
le  ligne  -f"  » &* quantités  négatives  , celles 
qui  font  affe&ées  du  ligne — . 

17- 

La  maniéré  dont  on  a coutume  d’indi- 
quer les  biens  d’une  perfonne  , eft  très- 
propre  à éclaircir  ce  que  nous  venons  de 
dire.  On  indique  par  des  nombres  pofitifs, 
& moyennant  le  ligne  -}- , ce  qu’un  homme 
polTede  réellement , au  lieu  que  Tes  detres 
le  repréfentent  par  des  nombres  négatifs, 
ou  par  le  moyen  du  ligne — . Ainli  quand 
on  dit  de  quelqu’un  qu’il  a i oo  écus , mais 
qu’il  en  doit  50  , c’eft  dire  que  fon  bien 
fe  monte  à 

1 00 — 50  ; ou,  ce  qui  eft  la  même  choie, 

100 — 50,  c’eft-à-dire  jo< 

18.  . . . , 

Puifque  les  nombres  négatifs  peuvent 
être  conlidérés  comme  des  dettes  , en  tant 
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que  les  nombres  pofitifs  indiquent  des  biens 
effectifs,  on  peut  dire  que  les  nombres  né- 
gatifs font  moins  que  rien,' Ainfi  quand  un 
homme  ne  poflede  rien , & qu’il  doit  même 
50  écus  , il  eft  certain  qu’il  a 50  écus  de 
moins  que  rien  ; car  fi  quelqu’un  lui  faifoit 
préfent  de  5 o écus  pour  payer  fes  dettes , 
il  ne  feroit  encore  qu’au  point  de  n’avoir 
rien  , quoiqu’il  fût  devenu  plus  riche  qu’il 
n’étoit. 

19. 

De  même  donc  que  les  nombres  pofitifs 
font  inconteftablement  plus  grands  que 
rien , les  nombres  négatifs  font  plus  petits 
que  rien.  On  en  obtient  des  nombres  po- 
fitifs en  ajoutant  1 à o,  c’eft-à  dire , à rien, 
& en  continuant  d’augmenter  ainfi  toujours 
de  l’unité.  C’eft  là  l’origine  de  la  fuite  des 
nombres  qu’on  nomme  nombres  naturels ,* 
en  voici  les  premiers  termes  : 
o » + 1 > +2>  +3  > +45  “K*  +6,  +7,  +8 , +9,  + 1 o, 
& ainfi  de  fuite  à l’infini. 
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• Mais  iî  au  lieu  de  continuer  ainfi  cette 
■fuite  par  des  additions  fucceflives  on  la 
continuoit  dans  le  fens  contraire , en  retran- 
chant perpétuellement  Funité  , on  auroit 
la  fuite  , ou  férié  fuivante  , des  nombres 
négatifs:  ; ;p 

o, — i, — 1, — 3» — 4,  3» — 7»  9»  1 

& ainfi  de  fuite  jufqu’à  l’infini. 


20.  > 


ii 


>rr. 


Tous  ces  nombres  tant  pofitifs  que  néga- 
tifs , ont  le  nom  connu  de  nombres  entiers ; 
lefquels  par  conféquent  font  ou  plus  grands 
ou  plus  petits  que  rien.  On  les  nomme 
nombres  entiers  j pour  les  dirtinguer  dsjvec 
les  nombres  rompus  , &:  d’avec  plufieürs 
autres  efpeces  de  nombres  dont  nous  par- 
lerons dans  la  fuite.  Car  50 , pàr  exemple, 
étant  plus  grand  d’une  unité  entière  que  49  , 
on  comprend  facilement  qu’il  peut  y avoir 
entre  49  & 50  une  infinité  de  nombres  in- 
termédiaires , tous  plus  grands  que  49  , & 
pourtant  tous  plus  petits  que  50.  On  n’a 
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qu’à  Ce  repréfènter  deux  lignes , l’une  loti- 
gue  de  jo  pieds,  l’autre  longue  de  49  pfîeds * 
on  conçoit  aifément  qu’on  peut  tirer  un 
nombre  infini  de  lignes  toutes  plus  longues 
que  49  pieds  , & plus  courtes  cependant 
que  50  pieds. 


; H* 

11  importe  extrêmement  dans  toute  l'Al- 
gèbre , que  l’on  Ce  faffe  une  idée  nette  de 
ces  quantités  négatives  dont  il  a été  que£ 
tion.  Je  me  coritenterai  de  faire  remarquer 
ici  d avance  que  toutes  ces  formules , par 
exemple  , 

+«-“*,  +1—  2,  -|-j— 3 , +4—4 > &g* 

valent  o ou  rien.  Enfuite  que 
-{-2 — j vaut — 3. 

Car  (î  quelqu’un  a 2 écus  & qu’il  en  doivë 
' 5 , non-feulement  il  n’a  rien  , mais  il  doit 
encore  3 écus  : de  même 

7 — 1 2 eft  autant  que — y* 

& 25 — 40vaut — ij. 
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22. 

Les  mêmes  choies  doivent  s’oblèrver , 
tpand  on  emploie  d’une  maniéré  plus  gé- 
nérale des  lettres  au  lieu  de  nombres  ; on 
aura  toujours  o ou  rien  pour  la  valeur 
de  a — a.  Veut-on  lavoir  enfuite  ce  que 

lignifie  , par  exemple , 4“  a — ^ > l’on  con* 
(idérera  deux  cas  : 

Le  premier  a lieu  quand  a eft  plus  grand 
que  b } il  faut  alors  fouflraire  b de  a & le 
relie , devant  lequel  on  mettra  ou  l’on 
fuppofera  le  fign»-}-  » qui  indique  la  valeur 
cherchée. 

Le  fécond  cas  elt  celui  où  a eft  plus  petit 
que  b ; on  fouftraira  dans  ce  cas  a de  b , & 
on  prendra  le  relie  négatif,  en  lui  donnant 
le  ligne  — , ce  fera  la  valeur  cherchée. 
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De  la  multiplication  des  Quantités  /impies. 


23*.V,' 

C^uand  on  a deux-ouplufieurs  nombres 
égaux  à ajouter  enfemble , ,on  peut  expri- 
mer cette  fomme  d’une-  maniéré  abrégée  j 
par  exemple  : 

a-j-a  eft  autant  que  2. a 6c  <~:  :; 

a-\-a-\-a 3,  a$;de  même  . </  . ; 

a 4;ag  ,&  ainfi  de  fuite. 

C’ell  ainfi  qu’on  peut  prendre  une  idée 
de  la  multiplication , & il  faut  remarqper 

que  : ‘ - • . 

2.  a fignifie  2 fois  a.  & 

3 . a 3 fois  a 8c 

4.  a 4 fois  a , &c. 


14.  - 

S’il  s’agit  donc  de  multiplier  un  nombre 
exprimé  par  une  lettre  , avec  un  nombre 

quelconque , 
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quelconque  , on  met  Amplement  ce  nombre 
devant  la  lettre  ; ainfi 

a multiplié  par  îo  fait  10  a , & 
b multiplié  par  30  donne  30  a,  &c. 
On  voit  aulïi  que  c pris  une  fois , ou  1 c 
eft  autant  que  c. 

Il  efl:  de  plus  facile  de  multiplier  de 
femblables  produits  encore  par  d’autres 
nombres  j par  exemple  : 

1 fois  3 a fait  6 a> 

3 fois  4 b fait  1 1 b » 

5 fois  7 jr  fait  3 5 at. 

Et  ces  produits  peuvent  fe  multiplier  en~ 
core  par  d’autres  nombres  à volonté. 

26, 

Quand  le  nombre  par  lequel  on  devroit 
multiplier , eft  aufli  repréfenté  par  une 
lettre  , on  la  met  immédiatement  devant 
l’autre  lettre  j ainfi  quand  il  s’agit  de  mul- 
tiplier b par  a , le  produit  doit  s’écrire  a b i 
Tome  1.  B 
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& p q fera  le  produit  de  la  multiplication 
du  nombre  q par  p.  Si  l’on  multiplioit  ce 
p q encore  par  a , on  obtiendroit  a p q» 

. ' 27‘ 

Il  faut  bien  remarquer  qu’ici  l’ordre  des 
lettres  jointes  enfemble  eft  indifférent  j que 
a b eftla  même  chofe  que  b a ,•  car  b mul- 
tiplié par  a fait  autant  que  a multiplié  par  b . 
Pour  comprendre  ceci  on  n’a  qu’à  prendre 
pour  a & b des  nombres  connus  , comme 
3 & 4 ; la  chofe  fera  claire  par  elle-même  : 
3 fois  4 font  autant  que  4 fois  3. 

28. 

On  n’aura  pas  de  peine  à voir,  que  quand 
il  s’agit  de  mettre  des  nombres  à la  place 
des  lettres  jointes  enfemble  de  la  maniéré 
qu’on  a vu , on  ne  peut  pas  les  écrire  de- la 
même  maniéré  l’un  à côté  de  l’autre.  Car 
fi  l’on  vouloir  écrire  34  pour  3 fois  4 , ce 
feroit  mettre  3 4 & non  pas  1 1.  On  a donc 
foin , quand  il  s’agit  d’une  multiplication  de 
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nombres  ordinaires , de  les  féparer  par  des 
points  : ainfi  3. 4 lignifie  3 fois  4 , c’eft-à- 
dire  1 2.  De  même  t . 1 eft  autant  que  2 ; 
& 1.2.3  fait  6.  Pareillement  1.2.3.4.56 
fait  1344  ; & 1. 2.3.4. 5. 6.7. 8. 9. 10  vaut 
3628800 , &c. 

29. 

On  peut  aufli  conclure  de  là  ce  que  figni- 
fie  une  quantité  de  cette  forme  5.7.8  .abcd. 
Elle  montre  que  5 doit  fe  multiplier  par  7, 
& qu’il  faut  multiplier  ce  produit  encore  par 
8 ; enfuite  qu’il  faut  multiplier  ce  produit 
des  trois  nombres , par  a,  & puis  par  b &: 
puis  par  c , & enfin  par  d.  On  remarquera 
de  plus  qu'on  peut  écrire  à la  place  de  5.7.8 
fa  valeur , laquelle  eft  280  ; car  c’eft  ce  qui 
vient , quand  on  multiplie  par  8 le  produit 
de  5 par  7,  ou  35. 

3°. 

On  aura  remarqué  que  nous  avons  nom- 
mé produits  les  formules  qui  naiflent  de 

B 2 
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la  multiplication  de  deux  ou  plusieurs  nom- 
bres. 11  faut  obferver  aufïi  qu’on  nomme 
facteurs  les  nombres  ou  les  lettres  ifolées. 

31* 

Jufqu’ici  nous  n’avons  confidéré  que  des 
nombres  pofitifs , & il  n’y  a pas  eu  lieu  de 
douter  que  les  produits  que  nous  avons  vu 
fe  former  ne  fuflent  pofitifs  de  même  i favoir 
-J-  a par  b doit  donner  néceflairement 
+ ab.  Mais  il  faudra  examiner  à part  ce 
qui  doit  provenir  de  la  multiplication  de-|-a 
par—  b j & de  — a par — b. 

32. 

Commençons  par  multiplier  — a par  5 
ou  + 3 j or  puifque  — a peut  être  confi- 
déré comme  une  dette , il  eft  clair  que  fr 
l’on  prend  trois  fois  cette  dette , elle  doit 
aulîi  devenir  trois  fois  plus  grande  , & par 
conféquent  le  produit  cherché  efi:  — 3 a. 
De  même  s’il  s’agit  de  multiplier  — a 
par  -f-  b , on  obtiendra  — b a , ou , ce  qui 
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eft  la  même  chofe . — ab.  Nous  tirons  de  là 

. r V 

la  conférence , qu’une  quantité  pofitive 
étant  multipliée  par  une  quantité  négative , 
le  produit  eft  négatif;  & nous  prenons  pour 
réglé , que  -j-  par  fait  ou  plus  , & 
qu’au  contraire  -j-  par  — , ou  — par  -J- 
donne  — ou  moins. 

33- 

— Il  nous  refte  à réfoudre  encore  ce  cas  où 

— eft  multiplié  par  — , ou,  par  exemple  , 

— a par  — b.  Il  eft  évident  d’abord  que  , 
quant  aux  lettres , le  produit  fera  a b ; mais 
il  eft  incertain  encore  fi  c’eft  le  figne  -J- 
ou  bien  le  figne  — qu’il  fyu t mettre  devant 
ce  produit  ; tout  ce  qu’on  fait  , c’eft  que 
ce  fera  ou  l’un  ou  l’autre  de  ces  lignes.  Or 
je  dis  que  ce  ne  peut  être  le  figne — : car 

— a par  -\*b  donne  -* — ab,  & — a par 

— b ne  peut  produire  le  même  réfultat  que 

— a par  b ,•  mais  il  doit  en  réfuiter 
l’oppofé  , c’eft-à-dire,  ab  ,■  par  confé- 
quent  nous  avons  cette  réglé  : — multiplié 

B 3 
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par  — fait  -j- , de  même  que  -j-  multiplié 
par  -j-. 

34-  ' 

Les  réglés  que  nous  venons  de  déve- 
lopper s’expriment  plus  brièvement  de  la 
maniéré  qui  fuit  : ,\  ... 

Deux  lignes  égaux  ou  femblables , mul- 
tipliés l’un  par  l’autre,  donnent  -j-j  deux 
lignes  diflemblables , ou  contraires,  don- 
nent — . Ainfi  quand  il  s’agit  de  multiplier 
enlemble  ces  nombres-ci  : +«, — b,—ct-\.di 
on  a d’abord  -| -a  multiplié  par  — b , fait 
— a b ; ceci  par  — c , fait  abc  t & ceci 
enfin  multiplié  par  fait  abcd*  i , 

. . . x . i 1 % • ) 

3 5-  ' . . . 

Les  difficultés  à l’égard  des  lignes  étant 
levées,  nous  n’avons  plus  qu’à  faire  voir 
Comment  on  doit  multiplier  enfemble  des 
nombres  qui  font  déjà  des  produits  eux- 
mêmes.  S’il  s’agit , par  exemple , de  mul- 
tiplier le  nombre  ab  par  le  nombre  cd  s 
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le  produit  fera  abcdy  & il  provient  de  ce. 
qu’on  multiplie  d’abord  a b par  c , & enfuite 
le  réfultat  de  cette  multiplication  encore 
par  d.  Ou  bien  s’il  s’agifloit  de  multiplier 
3 6 par  1 1 : puifque  1 1 eft  autant  que  3 fois 
4,  on  n’auroit  qu’à  multiplier  3 6 d’abord 
par  3 , & enfuite  le  produit  108  encore 
par  4 , pour  avoir  le  produit  total  de  la 
multiplication  de  1 2 par  3 6 lequel  eft  par 
conféquent’43z. 

Mais  fi  l’on  vouloit  multiplier  5 a b par 
3 cd  y on  pourroit  à la  vérité  écrire  3 cd 
5 a b i cependant  comme  il  ne  s’agit  pas  ici 
de  l’ordre  des  nombres  à multiplier  enfem- 
ble  , on  fera  mieux  de  mettre , comme  c’eft 
auffi  la  coutume , les  nombres  ordinaires 
devant  les  lettres , & d’exprimer  le  produit, 
de  cette  maniéré  : j.3  abcdy  ou.»  5 qbcd; 
parce  que  5 fois  3 eft  autant  que  1 $ . 

De  même  fi  l’on  avoit  à multiplier  1 2 pqr 
par  7 xy , on  obriendroit  12.7  pqrxy , ou 
84  pqrxy.  - . . 1 . i::: 

B 4 ' 
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CHAPITRE  IV. 

r » • » , , 

• * ' y . . a 

De  la  nature  des  Nombres  entiers  , eu  égard 
à leurs  facteurs^ 

37.  ■ ''  • < ; 

Nous  avons  remarqué  qu’un  produit 
tire.  Ton  origine  de  la  multiplication  de  deux 
ou  de  plulieurs  nombres  les  uns  par  les 
autres , & qu’on  nomme  ces  nombres  des 
facleufs.  ' '• 

Ainfi  ce  font  les  nombres  a,b,c,df  qui 
font  les  fa&eurs  du  produit  abcd , 

38. 

Si  l’on  conftdere  donc  tous  les  nombres 
entiers  en  tant  qu’ils  peuvent  provenir  de. 
la  multiplication  de  deux  ou  de  plufieurs 
nombres  entr’eux , on  trouvera  bientôt  que 
quelques-uns  ne  fauroient  réfulter  d’une  pa- 
reille multiplication  , & n’ont  par  confë- 
quent  point  de  faveurs , tandis  que  d’autres 
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peuvent  être  les  produits  de  deux  ou  de 
plusieurs  nombres  multipliés  enfemble  , & 
peuvent  par  conféquent  avoir  deux  ou  plu- 
sieurs faéteurs.  C’eft  ainft  que  : - -- 
4 eft  autant  que  2.2  * que  6 eft  autant 
que  2.3  j que  8 eft  autant  que  2.2.1  ; ou 
27  autant  que  3*3.3  } & to  autant  que 

*•?  » * * ",  r, 

• • 1 ’ • *«  I 

Mais  d’un  autre  côté  les  nombres  2,3, 
5,7,  ii,  13,  17,  &c.  ne  peuvent  être  re- 
préfentés  de  la  même  façon  pardesfa&eurs, 
à moins  qu’on  ne  voulût  employer  pour 
cet  effet  l’unité , & repréfenter  2 , parcxem-- 
ple , par  1,2,  Or  les  nombres  qui  font  mul- 
tipliés par  1 , reftant  les  mêmes , on  n’a  pas. 
jugé  à propos  de  compter  l’imité  parmi  les 
fréteurs, 

- Tous  ces  nombres  donc,  2,  3 , 3,7, 1 1>. 
13,  17,  &c.  qui  ne  peuvent  pas  s’indiquerr 
par  des  fa&eurs , ont  été  nommes  nombres 
Jimples , ou  nombres  premiers , au  lieu  . que, 


16  Elément 

les  autres , comme 4 , 6,8,9,  ,0»  ll>l4* 
15 , 16,  18,  &c.  qui  peuvent  être  repré- 
fentés  par  des  fàfteurs  , s’appellent  des 
nombres  composés. 

.1  - 4°*  • V • ; . . :•••*' 

Les  nombres  flmples  ou  premiers  méritent 
donc  une  attention  particulière  , par  la  rai- 
fon  qu’ils  ne  proviennent  pas  de  la  mul- 
tiplication de  deux  ou  de  plufieurs  nombres. 
Il  eft  fur-tout  digne  de  remarque  que  fi 
l’on  écrit  ces  nombres  dans  leur  ordre 

naturel  comme  ils  fe  fuivent , 

^ »...  . • ♦ • . 

*>3>  1t7>ll»ï3’  !7»  19>a3>  a9>  31»  37>4,»43>47»  &c.  (*) 

" (*)  On  trouve  tous  les  nombres  premiers  depuis  i juf-; 
îqu’à  100000  dans  les  tables  de  Divifeur , dont  je  parlerai 
à l’article  710  de  la  quatrième  feâion.  Mais  on  a de 
plus  des  tables  particulières  des  nombres  premiers  qui 
▼ont  depuis  1 jufqu’à  101000  , & qui  ont  été  publiées 
à Halle  par  M.  Kruger  , dans  un  Ouvrage  Allemand  inti- 
tulé Penfies  fur  l' Algèbre  ; M.  Kruger  les  avoit  eues  en 
tnanuferit  de  celui  qui  les  avoit  calculées  , & qui  fe  nom- 
moit  Pierre  Jaeger.  M.  Lambert  a continué  ces  tables  juf 
«jvi’i  iojooo  , 8c  les  a redonnées  dans  fes  Supplémens 
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on  n’y  remarque  point  d’ordre  régulier  ; 
leurs  augmentations  font  tantôt  plus  gran- 
des , tantôt  moindres  ; & jufquà  préfent 

anx  Tables  Logarithmiques  & Trigonométriques , impri- 
mées à Berlin  en  1770 , Ouvrage  qui  contient  auflâ  ph*. 
fiqurs  autres  tables  qui  peuvent  être  d’une  grande  utilité 
dans  les  différentes  ' parties  des  Mathématiques  , & des 
écllirciffemens  qu'il  ferait  trop  long  de  rapporter  ici.  » 

; L’Académie  Royale  des  Sciences  de  Paris  poffede  des 
tables  de  nombres  premiers  , qui  lui  ont  été  prcfentées 
par  le  P.  Mertajltl  de  l’Oratoire  , & par  M.  du  Tour  ï 
trois  elles  n'ont  pas  été  publiées  : il  en  eff  parlé  dans  le 
tome  V des  Mémoires  étrangers  préfentés  à l’Académie  > 
à l’occafion  d’un  Mémoire  de  M.  Rallier  des  Ourmes , 

Concilier  d’Honneur  au  Préfidial  de  Rennes  , qui  fe 
trouve  dans  ce  volume  , & l’Auteur  y expo  le  une  mé- 
thode facile  de  trouver  les  nombres  premiers. 

On  trouve  dans  le  même  volume;  un  autre  Mémoire 
de  M.  Rallier  des  Ourmes , qu’il  a intitulé  Méthode  nou- 
velle de  divifion , quand  le-  dividende  ejl  multiple  du  divifeur  h 
& fe  peut  par  confquent  diviftr  fans  refit , 6-  d'extradion  ^ 

de  racines  quand  la  puijfsnce  cfl  parfaite.  Cette  méthode 
plus  curieufe  à la  vérité  qu’utile  , n’a  preique  rien  de 
commun  avec  la  méthode  ordinaire  ; elle  eft  très-facile 
& elle  a cette  Angularité , que  pourvu  qu’on  connoiffe 
autant  de  chiffres  fur  la  droite  du  dividende  ou  de  la  puif- 
fance , que  le  quotient  ou  la  racine  doivent  avoir  de 
chiffres  , on  peut  fe  paffer  des  chiffres  qui  les  precedent. 
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on  n’a  pu  découvrir  fi  elles  Te  font  fuivant 

une  certaine  loi  ou  non. 

: 41. 

Les  nombres  compofés , qui  peuvent  être 
repréfentés  par  des  faéleurs,  proviennent 
tous  des  nombres  premiers  fufdits , c’eft-à- 
dire  que  tous  leurs  fa&eurs  font  des  nombres 
premiers.  Car  fi  l’on  trouve  un  fa&eur  qui 
ne  foit  pas  un  nombre  premier , on  peut 
toujours  le  décompofer  & le  repréfenter 
par  deux  ou  |)lufieurs  nombres  premiers. 
Quand  on  a indiqué , par  exemple  , le 
nombre  30  par  5.6  , on  voit  que  6 n étant 
pas  un  nombre  premier,  mais  valant  2.3  , 
on  auroit  pu  indiquer  30  par  3.2.3  , ou 
par  2.3.5  » c’eft-à-dire  , par  des  fafteurs 
qui  font  tous  des  nombres  premiers. 

'&  obtenir  de  même  le  quotient.  M.  Rallier  des  Owmes 
s’eft  ouvert  cette  nouvelle  route  au  moyen  de  quelque» 
réflexions  fur  les  nombres  qui  terminent  les  expreflions 
numériques  des  produits  ou  des  puiflances , une  efpece 
de  nombres  que  j’ai  remarqués  aulli  dans  d’autres  ocça-î 
fions  qu’il  étoit  utile  de  confidérer. 
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42. 

Si  Ton  réfléchit  maintenant  fur  ces  nom- 
bres compofés  réfolubles  en  nombres  pre- 
miers, on  y remarquera  une  grande  diffé- 
rence * on  verra  que  les  uns  n’ont  que  deux 
de  ces  fafteurs , que  d’autres  en  ont  trois  , 
& que  d’autres  encore  en  ont  un  plus 
grand  nombre.  Nous  avons  déjà  vu, par 
exemple , que 


4 eft  autant  que  i.i , 

8 i.i. 1 , 

10 * 1.5, 

14 i-7  1 

1.1. 1.2. 


6 autant  que  1.3  , 
9 3-3 . 

11 2.3.1  f 

M 3-ï» 

& ainfi  de  fuite. 


43  * 

On  conclura  aifément  de  là  comment 
on  doit  déterminer  les  faéteurs  Amples  d’un 
nombre  quelconque. 

Soit  propofé  pour  exemple  le  nombre 
360 , on  le  repréfentera  d’abord  par  2.  1 80. 
Or  1 80  eft  autant  que  2.90 , & 

9°  — — — 2-45 

45  — — — 3.15,8c  enfin 

1 J ” — — 3*5* 


\ 


% 
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Par  conféquent  le  nombre  360  peut  être 
repréfenté  par  les  faéteurs  {impies  que 
voici  : 

2»  2*  2#  J»  ^ I 

puifque  tous  ces  nombres  multipliés  en- 
femble  produifent  360  (*). 

44* 

Nous  voyons  donc  par  tout  cela , que 
les  nombres  premiers  ne  peuvent  pas  être 
divifés  par  d’autres  nombres , & que  d’un 
autre  côté  on  trouve  les  fafteurs  {impies 
des  nombres  compofés  , le  plus  commo- 
dément & le  plus  furement,  en  cherchant 
les  nombres  {impies,  ou  premiers,  par 
lefquels  ces  nombres  compofés  font  divi- 
fibles.  Mais  on  a belbin  pour  cela  de  la 
divifon  i nous  allons  donc  expliquer , dans 
le  chapitre  fuivant , les  réglés  de  cette 
opération. 

(*)  On  trouve  à la  fin  d’une  Arithmétique  Allemande 
de  Poctius , publiée  à Leipfig  en  1718,  une  table  oh 
tous  les  nombres  depuis  1 jufqu’à  icooo  font  repréfentés 
de  cette  maniéré  par  leurs  fa&eurs  fin, pies. 
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Q u a N D il  s’agit  de  décompofer  un 
nombre  en  deux , trois  ou  plufieurs  parties 
égales , on  le  fait  par  le  moyen  de  la  di~ 
vijion , laquelle  nous  apprend  à déterminer 
la  grandeur  d’une  de  ces  parties.  Quand 
on  veut  , par  exemple  , décompofer  le 
nombre  i 2 en  trois  parties  égales , on  trouve 
par  la  divifion  que  chacune  de  ces  parties 
eft  égale  à 4. 

Voici  quelques  expreflions  dont  on  fe 
fèrt  dans  cette  opération.  Le  nombre  qu’on 
doit  décompofer  ou  divifer,  s’appelle  le 
dividende  ; le  nombre  des  parties  égales 
qu’on  cherche  fe  nomme  le  divifeur  ; la 
grandeur  d’une  cfe  ces  parties , déterminée 


jî  £ £ è M E Jt  s 

par  la  divifion , s’appelle  le  quotient  ,•  ainft 

dans  l’exemple  cité  : 

i z eft  le  dividende  , 

3 eft  le  divifeur  y & 

4 eft  le  quotient . • V f 

4 6.  ' 

Il  s’enfuit  de  là , que  fi  l’on  divife  un 
nombre  par  z ou  en  deux  parties  égales , 
il  faut  qu’une  de  ces  parties , ou  le  quotient , 
prife  deux  fois,  faffe  exaélement  le  nombre 
propofé  ; & pareillement  que  fi  l’on  a un 
nombre  à divifer  par  3 , le  quotient  pris 
trois  fois  doit  redonner  le  même.nombre. 
Il  faut  en  général  que  la  multiplication  du 
quotient  par  le  divifeur  reproduife  toujours 
le  dividende. 

47- 

* « 

C’eft  auffi  pourquoi  on  prefcrit  pour  la 
divifion  la  réglé , de  chercher  un  nombre 
ou  quotient  tel , qu’étant  multiplié  par  le 
divifeur , il  en  réfulte  précifément  le  divi- 

d«nde. 
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déridé.  Par  exemple  , s’il  s’agit  de  divifer 
3 5 par  5 , on  cherche  un  nombre  qui,  mul- 
tiplié par  5 , produite  35.  Or  ce  nombre 
eft  7 , puifque  cinq  fois  7 fait  3 j.  La  façon 
de  parler  dont  on  fait  ufage  dans  ce  rai- 
fonnement , eft  celle-ci  : 5 en  3 5 j’ai  7 fois  j 
& 5 fois  7 font  3 j. 

48. 

On  te  reprétente  donc  le  dividende 
comme  un  produit,  duquel  un  des  fadeurs 
eft  égal  au  divifeur , l’autre  fadeur  indi- 
quant enfuite  le  quotient.  Ainft  en  fuppo- 
tent  qu’on  ait  63  à divifer  par  7,  on  cher- 
chera un  produit  tel , qu’en  prenant  7 pour 
un  de  tes  fadeurs,  l’autre  fadeur  multiplié 
par  celui-ci  donne  exadement  63.  Or  7.9 
eft  un  tel  produit, & par  conféquent  9 eft 
le  quotient  qu’on  obtient  en  divifant  63 
par  7. 

49  • 

S’il  eft  queftion  à prêtent  de  divifer  en 
général  un  nombre  a b par  a , il  eft  évident 
Tome  I,  C 


f 
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que  le  quotient  fera  b ,•  parce  que  a mul- 
tiplié par  b redonne  le  dividende  a b.  11  eft 
clair  aufli  que  fi  l’on  avoit  à divifer  a b 
par  b , le  quotient  feroit  a. 

Ainfi  en  général  dans  tous  les  exemple» 
de  divificn  qu’on  peut  avoir  faits , fi  l’on 
divife  le  dividende  par  le  quotient,  on  ob- 
tiendra de  nouveau  le  divifeur  : de  même 
que  1 4 divife  par  4 donne  6,  14  divife 
par  6 donnera  4. 

50. 

Comme  tout  fe  réduit  à repréfenter  le 
dividende  par  deux  fafteurs,  dont  l’ufi  foit 
égal  au  divifeur , l’autre  au  quotient , on 
comprendra  facilement  les  exemples  qui 
fuivent.  Je  dis  d’abord  que  le  dividende 
abc y divife  par  a , donne  b c;  car  a , mul- 
tiplié par  b c , fait  abc  ; pareillement  abc  , 
étant  divifé  par  b,  on  aura  ac ; Si  abc, 
divifé  par  ac,  donne  b.  Je  dis  aufii  que 
\imn , divifé  par  3 m , fait  4/1;  car  3/72, 
multiplié  par  4 n , fait  1 imn.  Mais  fi  ce 
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inême  nombre  1 2 mn  avoit  dû  être  divifé 
par  i z , on  auroit  obtenu  le  quotient  m n. 

5 1 • '• 

Püifque  tout  nombre  a peut  être  exprimé 
par  i a ou  un  a , il  eft  évident  que  fi  Ton. 
avoit  à divifera  ou  i a par  î,  le  quotient 
feroit  le  même  nombre  a.  Mais  au  con- 
traire , fi  le  même  nombre  a ou  la  doit 
fe  divifer  par  a , le  quotient  fera  i * 

52* 

Il  n’arrive  pas  toujours  qu’on  peut  re- 
préfenter  le  dividende  comme  le  produit 
de  deux  facteurs  , dont  l’un  foit  égal  au 
divifeur,  & la  divifion  alors  ne  peut  pas 
fe  faire  de  la  maniéré  que  nous  avons  dit. 

Quand  on  a,  par  exemple , 24  à divifer 
par  7 , on  voit  d’abord  que  le  nombre  7 
n’eft  pas  un  faéteur  de  24  ; car  7 . 3 ne  fait 
que  1 1 , & par  conféquent  trop  peu , 8c 
7.4  fait  28 , qui  eft  déjà  plus  grand  que  24. 
Mais  on  voit  du  moins  par-là  que  le  quotient 

C 2 
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doit  être  plus  grand  que  3 , & plus  petit 
que  4.  Afin  donc  de  le  déterminer  exac- 
tement, on  emploie  une  autre  elpece  de 
nombres,  qu’on  nomme  les  fractions  , & 
de  laquelle  nous  traiterons  dans  un  des 
chapitres  fuivans. 

53- 

Avant  qu’on  pafle  à l’ufage  des  frayions, 
on  a coutume  de  fe  contenter  du  nombre 
entier  qui  approche  le  plus  du  quotient  vé- 
ritable, mais  en  faifant  attention  au  réfidu 
qui  refte;  ainfi  l’on  dit , 7 en  14  j’ai  3 fois , 
& le  réfidu  eft  3 , parce  que  3 fois  7 ne 
fait  que  2 1 , & par  conféquent  3 de  moins 
que  24.  On  confidérera  de  la  même  [ma- 
niéré les  exemples  fuivans  : 


i 


6 

34 

5 c’eft-à-dire  que  le  divifeur  eft 

6, 

30 

que  le  dividende  eft 

34, 

4 

que  le  quotient  eft 

h 

& que  le  réfidu  eft  4, 
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4 ici  le  divifeur  eft 


37: 


5 


9 * 
41 , 
4, 
5* 


le  dividende  eft 
le  quotient  eft  - 
& le  réfidu  eft 
11  faut  obferver  la  réglé  fuivante  dans 

les  exemples  où  il  refte  un  réftdu. 

< ~ ' . < 

....  -54*  - • 


Quand  on  multiplie  le  divifeur  par  le 
quotient,  & qu’au  produit  l’on  ajoute  le 
réfidu,  il  faut  qu’on  obtienne  le  dividende  ; 
c’eft  la  maniéré  de  vérifier  la  divifion,  & 
de  voir  fi  l’on  a bien  calculé  ou  hon.  C’eft 
ainfi  que  dans  lê  premier  des  deux  derniers 
exemples , fi  l’on  multiplie  6 par  5 , & qu’au* 
produit  $0  9 rv  ajoute  le  réfidu  4 , il  vient" 
34  ou  le'  dividende.  *■  v 

De  même  dans  le,  dernier  exemple  , 
l’on  multiplie  le  divifeur  9 par  le  quotient  4, 
& qu’au  produit  36  on  ajoute  le  réfidu 

on  obtient  le  dividende  4.1 

i..  ■ . r:';ar'  - • 1 

V ..  ^ • ' , , T . '»  I 

- --  ^ - • - • ' r • •"  ' T 
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Il  eft  enfin  néceflaire  aufli  de  faire  re- 
marquer ici  à l’égard  des  fignes  plus  , 
& — moins  , que  fi  Ton  divife -} - ab  par 
le  quotient  fera  •=-}-  ' ce  qui  eft 

évident. 

Mais  que  s’il  s’agit  de  divifer  -j-  a b par 

— a,  le  quotient  fera1 — £ a parce  que 

— a multiplié  par  — b fait  -j->  a b.  Enfuite  :» 
Que  fi  le  dividende  eft  — ^ ab\  qu’il 

sagi fie  de  le  divifer  par  le  divifeur 
le  quotient  fera  — b ; parce  que  c’eft  -r~  b 
qui,  multiplié  par  -f-  a,  fait’—  ab.  Enfin  ,, 
que  s’il  eft  queftion  de  divifer'le  dividende. 

— a b par  le  divifeur — a v le  quotient  fera.; 
Jf- b i parce  que  le  dividende  ^ ab  ieft  le 
produit  de  — a par  -%■  é,  • - - v.Cj 


; i - : • • o 

La  divifion  admet  donc  quant  aux  fignes 

& — les  mêmes  réglés  que  nous  avons 
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Vu  avoir  lieu  pour  la  multiplication  ; à 
(avoir  , ; 

par  -J-  fait  -f-  : -f-  par  — fait  — : 

— par  -f~  fait  — : — par  — fait  -{-  ; 
ou  en  peu  de  mots , les  mêmes  lignes  don- 
nent plus  , les  lignes  contraires  donnent 
moins . 

57- 

Ainlî  quand  on  divile  18 pq  par  — 3 p^ 
le  quotient  eft  — 6 q%  . 

De  plus  : ’ioxy  divifé  par  + 6y  donne  — ç x f 

& — 54 abc  divifé  par-^  9 b donne  -4*  6<rc:; 

car , dans  ce  dernier  exemple  , — 9 ^ mul- 
tiplié par  -j-  6a c fait  — 6.9 abc  * où 
— - 54 abci  mais  nous  croyons  à prêtent 
en  avoir  allez  dit  fur  la  divilion  en  quan*- 
tités  (impies  ; nous  ne  tarderons  donc  pas 
à palfer  à l’explication  des  fraftions,  après 
avoir  ajouté  encore  quelques  remarques  fur 
la  nature  des  nombres , eu  egard  à leurs 
divifeurs. 

- - ••  ■ • • x.  J • 

C 4 
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CHAPITRE  VI. 


Des  propriétés  des  Nombres  entiers  par 
rapport  à leurs  divifeurs , 


5 «• 

Comme  nous  avons  vu  que  quelques 
nombres  font  divi(îbles  par  de  certains  db 
vifeurs , pendant  que  d’autres  ne  le  font  pas , 
il  cft  néceflaire  pour  parvenir  à une  con- 
noiflance  plus  particulière  des  nombres , 
de  bien  faire  attention  à cette  différence , 
tant  en  distinguant  les  nombres  divisibles 
par  des  divifeurs  de  ceux  qui  ne  le  font  .pas , 
qu’en  considérant  le  réSidu  qui  refte  dans 
la  divifion  de  ces  derniers.  Pour  cet  reflet 
examinons  les  divifeurs 


2 > 3 î 4 > 7,  8 , 9v  io,  &c, 

59. 

Soit  d’abord  le  diviSêur  i ; les  nombres 
qui  peuvent  être  divifés  par  celui-là  font  : 
IO,  12^14,  16 1 i8,20,&c, 
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lefquels,  comme  on  .voip , ôrôifïcnt  tou*- 
jours  de  deux  unités.  On^appélle  cesmom1* 
iîres , quelque  loin- qu’ils  puilfênt  fe  conti- 
nuer , . des  nombres  pairs?'*'*  n 

< Mais  il  eft  d’autres  «ombrés  s àfavôir  V 

' 1:>  3 > 5 > 7 > 9 > > * , > 3 ♦ ï 5 > > 7V  t 9-,  &c. 
.qui  font  toujours  d’une  unité  plus  petits  qu 
plus  grands- que  ceux-dà  , & qu’on  ne  peut 
.divjfer  par  2 * fans  qu’il  refte  le  réfidu  i j 
nuv  nomme  ceux-ci  les  nombres  impairs-, 

Les  nombres  pairs  font  tous  compris  dans 
la  formule  générale  za  ,•  car  on  les  obtient 
■tous  en  mettant  fucceffivement  à la  placé 
de  a les  nombres  entiers  1,2,  3 , 4 , 5 , 6 , 7., 
<&c.  & de:là  il  s’enfuit  que  les  nombres 
impairs  font  tous  compris  dans  , la  formule 
z a-\-  1 , parce  que  2 a-j-  1 ell  d’une  unité 
plus  grand  que  le  nombre  pair  za. 


- ' \ . 1 „ 3 ' • T 

En  fécond  lieu , fort  pour  divifeur  le 
nombre  3 : les  nombres  diviûbles  par  ce 
divifeur  font , . , 

f.  » ' [ • f # - 

3,6,9,12,15 , t8 ,21,24, &ainfide fuite* 
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Et  ces  nombres  peuvent  (e  repréfenter  par 
la  formule  3a,1  car  3 a divifé  par  3 donne 
Je  quotient  a fans  réfidù.  Tous  les  autres 
nombres  au  contraire  qu’on  voudroit  di- 
vifer  par  3 , donneront  1 ou  2 de  réftdu , 
& font  par  conféquent  de  deux  fortes.  Ceux 
<jui  après  la  divifion  laiiïent  le  refte  1 ,font, 
i ,4,7»  «o,  «3»  td,  19 , &c. 

& font  concenus  dans  la  formule  ja-f-c  ; 
mais  l’autre  efpece,  où  les  nombres  qui 
.donnent  le  refte  2,  font  : 

2,5,8,11,14,  17,  20, &c. 

& la  formule  qui  les  exprime  générale- 
ment eft  3 a -J-  2 j de  façon  donc  que  tous 
les  nombres  peuvent  s’indiquérou  par  3 a9 
ou  par  3a  1 1 ou  par  3a  *• 

' 6l. 

• * * ’ . * . • t 1 

Suppofons  maintenant  que  4 foit  le  di- 
vifeur  en  queftion , les  nombres  qu’il  di- 
vife  font  : 

4,8,  12,  16,  20 , 24 , &c. 

■lefquels  augmentent  régulièrement  par  4 , 

’ - r , : ’ * t { : t ’ ‘ < 
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& font  contenus  dans  la  formule  4 a.  Lçs 
autres  nombres , c’eft-à-dire  ceux  qui  ne 
font  pas  idivifibles  par  4 , peuvent  laifler  le 
réfidu  i , ou  être  de  1 plus  grands  que  ceux- 
là  : cornrtiè 

t ■;  r-  ' ■:  •:>  . v-  . 1. 1 

: »,  5,9»  }'} \}7.  ».  > &c* 

& être  par  conféquent  compris  dans  la  for^. 

mule  y j ;fr,  ? r..  4-:-  - : - 

ou  . bien  ils  peuvent  donner  ie  réfidu  ij 

Comtnç,  . -.S  .•!  . •”o>4v  ;o 

v-y  » 

1,6,10,14,18,  21,26,  &c.  r 
& s’exprimer  par  la  formule  4 a -j-  2 ; ou 

enfin  ils  donneront  le  refie  3 ; comme 

v>  ' 1 rAzr:r.i  C.  ; , /■  4 

3,7,  11*15,19,  23,27,  &c.  p 

& feront  indiqués  par  la  formule  4a  - f-  31. 
4 iTqus  ies  nombres  entiers-  poflibles  font 
donc  contenus  dans  l’une  ou  l’autre  de  cefc 
quatre  expreffions?  jo  > f r.-o  1 

* iv>  . , ..  . • - • 

4a,  4*471 + 4û4l3- 

: f'  1>  '-J  if.;-  r ; » » • • 
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y '130  j t COI  P.OlirS 

, ; Il  en  eft  à peu. près  de  mêipe'qyvand  le 
divifeur  ,ell  5 i,  car .'.tous .lcs.ppn^res.-.divH 
fîbles  par  celui-là  font  contenu^  dans;  [4 
formule  ja,  & ceux  qu’on  ne  peut  divifer 
par  5‘,  révlcnnêiit  à’  une*  tics'  forrhüles  qui 
foivertt  : ^ 

5 a-f  1 , ja+2,  5 a+3»îa'“f  4Ï ':: 
&.  c’eil  de. la  mèmé'  maniéré  .qu’on  pourra 
continuer  Se  confidérer  de  plus  grands  di* 
vifeyrs.  . ; t . £ , r <M  fc*  ,bfs 

*.  v c 63.  i.v;  ‘ -r .û-r  ^z  Jà 

: • . 3.  :.  ^ r*& 

Il  cft  à propos  de  fe  rappeler  ici  ce 

qui  a été  dit  plus ‘haut  dé  h!réft>lufien  des 
nombres  en  leurs  faèleurs  fimples  ; câlr 
tout  nombre  , parmi  les  fa  Sieurs,  .duquel  fe 
trouve 


’l  ;;  1 r.  >•. . o onob 


1 ou  j ou  4 ou  y0u.5r.ysq  .•  j::  . q.» 
ou  un  autre  nombre  quelconque , fera  di- 
vilibîè  par  ces  nômbres.  Par  exemple  ; 

60  étant  autant  que  2.1.3. î > 
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il  eft  clair  que  60  eft  divifible  par  1 , & 
par  3 & par  5 (*). 

• > J . ' 


(*)  Il  y a quelques  nombres  qu’on  Voit  aflez  fàcild- 
ment  être  divifeurs  ou  non  d’un  nombre  propofé.  '■  r \ 

Un  nombre  propofé  eft  divifible  par  a , fi  le  dernier 
chiffre  eft  pair  ; il  eft  divifible  par  4 , fi  les  deux  derniers 
chiffres  font  divifibles  par  4 ; il  eft  divifible  par  8 , fi  les 
irois  derniers  chiffres  font  divifibles  par  8 ; & en  général 
il  eft  divifible  par  2" , fi  les  n derniers  chiffres  font  divt- 
fibles  par  a".  ' 

Un  nombre  eft  divifible  par  3 , fi  la  fournie  des  chiffres 
eft  divifible  par  3 ; il  fe  divife  par  6 , fi  outre  cela  le  der- 
nier chiffre  eft  pair  ; il  eft  divifible  par  9 , fi  la  fomme 
des  chiffres  peut  fe  diviler  par  9. 

Tout  nombre  dont  le  dernier  chiffre  eft  o ou  3 , eft 
divifible  par  3. 

Un  nombre  eft  divifible  par  11,  lorfque  la  fpmme  du 
premier , du  troifieme  , du  cinquième  , &c.  chiffre  eft 
cgale  a la  fomme  du  fécond , du  quatrième  , du  fixieme 
&c.  chiffre. 


11  eft  aflez  facile  de  fe  rendre  raifon  de  ces  réglés , & 
de  les  étendre  aux  produits  des  divifeurs  que  nous  venons 
de  confidérer  ; on  peut  imaginer  auffi  des  réglés  pour 
quelques  autres  nombres  , mais  l’application  en  ferait  ordi- 
nairement plus  longue  que  l’effai  de  la  divifion  réelle.  5 


Je  dis  , par  exemple  , que  le  nombre  33704689213  eft 
,$li>iiiblc  par  7 , parce  que  je  trouve  que  la  fomme  dés 
Sbiffres  du  nombre  64004243433  eft  divifible  par7;c’eft 
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- 64. 

De  plus  , comme  la  formule  générale 
abcd  eft  non- feulement  divifible  par  a , 8c 
byfkcytkd,  mais  aufti  par 

abjûCy  adybcybd,  cd , & par 
abc  y abd , acd , bcd , Si  enfin  par 
abcd  y c’eft-à-dire , par  fa  propre  valeur  } 
il  s’enfuit  que  60,  ou  2. 2.3. 5 , peut  fe 
divifer  non- feulement  par  ces  nombres 
fimples  , mais  aufli  par  ceux  qui  font  com- 
pofés  de  deux  nombres  fimples , c’eft-à- 
dire  , par  4 y 6 y 10,  1 j. 

Et  pareillement  par  ceux  qui  font  com- 
pofés  de  trois  fafteurs  fimples , c’eft-à-dire , 
par  12,  20,  30,  & enfin  aufii , par  60 
même. 

65. 

Quand  on  aura  donc  repréfer.té  un  nom- 

qiie  ce  fécond  nombre  eft  formé , fuivant  une  réglé  aflez 
{impie , des  réfidus  qu’on  trouve  en  divifant  par  7 les 
nombres  10,  100,  1000,  &c.  20,  200,  ioco , &c. 
jufqu’à  60  , 600 , 6000  , tke. 
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Vire  pris  à volonté , par  Tes  fatteurs  fimples , 
il  fera  très- facile  d’indiquer  tous  les  nom- 
bres par  lefquels  celui-là  pourra  être  divi  é. 
Car  on  n’a  qu’à  prendre  d’abord  l'es  fac- 
teurs {impies  un  à un , & enfuite  les  mul-  " 
tiplier  enfemble  deux  à deux , trois  à trois, 
quatre  à quatre  , &c.  jufqu’a  ce  qu’on  ar- 
rive au  nombre  propofé. 

66. 

Il  faut  remarquer  ici  avant  toutes  chofes , 
que  tout  nombre  eft  divifible  par  i ; & de 
même  que  tout  nombre  eft  divifible  par 
lui-même  ; de  forte  donc  que  chaque  nom- 
bre a au  moins  deux  fa&eurs  ou  divifeurs  ) 
à favoir  ce  nombre  même  & l’unité  ; mais 
tout  nombre  qui  n’a  pas  d’autre  dl  vifeur  que 
ces  deux , appartient  à la  clafte  des  nombres 
que  nous  avons  nommés  plus  haut  nombres 
fîmples  ou  premiers. 

Hors  ceux-là  tous  les  autres  nombres 
compofcs  ont,  outre  l’unité  & foi-même, 
d’autres  divifeurs , comme  on  peut  le  voir 
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par  la  table  fuivante , clans  laquelle  ôri 
a mis  fous  chaque  nombre  tous  fes  divi-* 
feurs  (*). 

TABLE. 


/ 

•Vb 

1 

J 

2 

■ 

4 

S 

6 

7 

8 

9 10 

I 1 

1 2 

'3 

>4 

■5 

16 

'7 

tS 

12 

20 
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1 

I 

1 

I 

1 

1 

1 

* 

1 

1 

I 

1 

I 

1 

1 

1 
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1 

1 

2 
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2 
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* 

2 

3 

2 

1 1 

2 

«3 

2 

3 

2 

*7 
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2 

4 

3 

4 

9 

5 

3 

7 

3 

4 

3 

4 

6 

S 

10 

4 

m 

«5 

K 

6 

3 

6 

l6 

0 

IO 

1 2 

18 

IO 

1 

7 

2 

_3 

1 

4 

2 

4 

3 

4 

2 

_4 

4 

j 

2 

6 

2 

6 

r_ 

£ 

p ■ 

— 

!'■ 

— 

£ 

• 

— 

L 

£ 

— 

— 
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67. 

Enfin  l’on  doit  oWèrver  que  o , ou  p éro  , 
peut  être  regardé  comme  un  nombre  qui 


(’)  On  a une  pareille  table  pour  tous  les  divifeurs  tics 
nombres  naturels,  depuis  1 jufqu’à  rocoo  , qui  a été 
pubUce  à I.eyde  en  1767  par  M.  Henri  Anjema.  On  a 
encore  une  autre  table  de  divifeurs  , qui  va  jufqu’à  tococo  ; 
mais  dans  laquelle  il  n’y  a que  le  plus  petit  divifeur  de 
chaque  nombre.  Elle  fe  trouve  dans  le  Diéiionnaire  An- 
glois  de  Harris  , dans  le  Di&ionna  re  Encyclopédique  & 
dans  le  Recueil  de  M.  Lambert , que  nous  avons  déjà  cité 
à l’article  40.  Elle  cft  même  continuée  dans  ce  demies 
Ouvrage  jufqu’à  102000, 

% te 
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* \*  • v 

à la  propriété  d’être  divifîble  par  tous  les 
nombres  pofïïbles  ; parce  que  par  quelque 
nombre  a que  l*on  ait  à divifer  o , le  quo- 
tient fe  trouve  toujours  êtreo;  car  il  faut 
bien  remarquer  que  la  multiplication  d’un 
nombre  quelconque  par  çéro  ne  produit 
rien , & qu’ainfi  o fois  a , ou  o a , efl  o. 

CHAPITRE  VII, 

• . ' " \ 

Des  Fractions  en  général . 

68.  ; 

Q u a N D un  nombre , comme  7 , par 
exemple  , eft  dit  n’être  pas  divifîble  par  un 
autre  nombre , fuppofons  par  3 , cela  veut 
feulement  dire  que  le  quotient  ne  peut  pas 
être  exprimé  par  un  nombre  entier,  & il 
ne  faut  point  du  tout  croire  qu’on  ne'  puiffe 
pas  fe  faire  une  idée  de  ce  quotient. 

On  n’a  qu’à  s’imaginer  une  ligne  longue 
de  7 pieds , perfonne  ne  doutera  qu’il  ne 
Tome  /.  D 


I 
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' ' . . * 

foit  pofïible  de  divifer  cette  ligne  en  3 par- 
ties égales,  & de  fe  faire  une  idée  de  la 
longueur  d’une  de  ces  parties. 

69. 

Puis  donc  qu’on  peut  fè  faire  une  idée 
nette  du  quotient  qu’on  obtient  dans  des 
cas  femblables , quoique  ce  quotient  ne 
foit  pas  un  nombre  entier , on  fe  trouve 
conduit  par-là  à confidérer  une  efpece  par- 
ticulière de  nombres , qu’on  nomme  frac- 
tions ou  nombres  rompus . 

L’exemple  allégué  en  fournit  une  preuve. 
S’il  s’agit  de  divifer  7 par  3 , on  fe  repré- 
fente facilement  le  quotient  qui  doit  en 
réfulter , & on  l’exprime  par  j ; en  mettant 
le  divifeur  fous  le  dividende , & en  répa- 
rant les  deux  nombres  par  un  trait. 

......  ‘ ' ! t ' ’ .- 

■■■10. 

Ainfi  quand  en  général  le  nombre  a doit 
être  divifé  par  le  nombre  b , on  indique  le 
quotient  par  & on  appelle  cette  façon 
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dfe  s’exprimer,  une  fraction.  On  ne  peut 
donc -donner  mieux  une  idée  d’une  fraélion 
j , qu’en  difant  qu’on  indique  de  cette  ma- 
niéré le  quotient  qui  provient  de  la  divifion 
du  nombre  fupéricur  par  le  nombre  infe- 
rieur. Il  faut  le  fouvenir  aufli  que  dans 
toutes  ces  fraéiions  le  nombre  inférieur  fe 
nomme  le  dénominateur,  & que.  celui  qui 
eft  au  - deflus  du  trait  s’appelle  le  numé- 
rateur. 

• • t • » 

71. 

Dans  la  fraéHon  citée,  j , qu’on  proy 
nonce  fept  tiers , 7 eft  donc  le  numéra- 
teur , & 3 eft  le  dénominateur. 

11  fauri  de  même  prononcer 
j,  deux  tiers;  ^ trois  quarts; 

| , trois  huitièmes  ; ~ , douze  centièmes  ; 
mais  ^ fe  prononce  un  demi , & non  pas 
un  deuxieme. 

72. 

Afin  de  parvenir  à une  connoifTance  plus 
parfaite  de  la  nature  des  fraélions , nous 

D x 
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commencerons  par  confidérer  le  cas  oii 
le  numérateur  eft  égal  au  dénominateur, 
Comme  dans  Or  puifqu’on  indique  par- 
là  le  quotient  qu’on  obtient , quand  on  di- 
Vife  a par  a , il  eft  clair  que  ce  quotient 
eft  exaftement  l’unité,  & que  par  confé- 
quent  cette  fraftion  j vaut  autant  que  i , 
ou  un  entier  ; il  s’enfuit  de  plus  que  toutes 
les  fraélions  qui  fuivent  : 

1 3 1 J 6 7 1 frf. 

î * * 4*  j**  6 * 7*  ® ^ <XC# 

font  toutes  égales  en  valeur  l’une  à l’autre  , 
•valant  chacune  i , ou  un  entier. 1 


73- 

Nous  venons  de  voir  qu’une  fra&ion  qui 
a le  numérateur  égal  au  dénominateur,  vaut 
l’unité.  Il  faut  donc  que  toutes  les  fractions 
dont  les  numérateurs  font  plus  petits  que 
les  dénominateurs,  aient  une  valeur  moindre 
que  l’unité.  Car  fi  j’ai  un  nombre  à divifer 
par  un  autre  qui  eft  plus  grand  , il  me 
vient  néceflairement  moins  que  i : une 
ligne , par  exemple , de  deux  pieds  de  long , 
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devant  être  coupée  en  trois  parties , unp 
feule  de  ces  parties  fera  fans  contredit  plus 
courte  qu’un  pied  ; il  cft  donc  évident  que 
~ eft  plus  petit  que  i , & cela  par  la  même 
jaifon  que  le;  numérateur  i eft  plus  petit  que 
-le  dénominateur  3.  ; \ 


.’.orif  :'",n 


ï'jîj.'î?  >• 


74 

. Si  le  numérateur  eft  au  contraire  plus 
,grajçid..quel  le  dénominateur  , la  valeur  de 
la  ffaétion  eft  plus  grande  que  l’unité.  C’eft 
ainfi  que  ~ vaut  plus  que  1 ; èar  f-eft  autant 
.que  ~ Sc  encore  j.  Or  \ eft  autant  que  1., 
par  conféquent  ^-vaut  1 c’eft- à- dire:» 
am  entier.  ■&  encore  un  demi;  De  même 
j valent  1 j,  | valent â | .Valent*  jj-. 

Et  en  général  il  fuifit  dans  ces  cas  de  di- 
vifer  le  nombre  fupérieur  par  l’inférieur  , 
& de  joindre  au  quotient  une  fraftion  qui 
•_ait  le  réfidu  pour,  numérateur  le  divi- 
.•fcur  pour  dénominateur,  la  fraélion  dop- 
;jiée  étoftfc  pir  exemple , £ , on  auroit  au 
quotient  3 , 7 pour  réfidu  3 d’oît  l’oa 

D 3 
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concluroit  que  ^ eft  la  même  choie  que 

c 7 ' • : _•  •;  zv.:vmi  «j!>  r/:  ft 

, 7 5.  •• 

.JJ  >•  »î  <i  <!<'  : j ; 

C 

-•  On  voit  par-là  comment  iek  fra&ions, 
dont  les  numérateurs  furpaflent  les  dénoi- 


minateurs,  fe  réfolyent  en  deux  membres, 
l’un  defquels  eft  un  nombre  entier , & l’autre 
un  nombre  rompu  , dont  le.  nurtiérateiir  eft 
plus  petit  que  le  dénominateur.  On  nomme 
ees  fraélions,  qui  contiennent 'Un.  ou  pla- 
ceurs entiers , des  f raclions  impropres  par 
<oppofition  aux  fraftiohs  réelles1  ©uproprè- 
-.ment  dites,  qui  ayant  le  numérateur  plqs 


-petit  que  le  dénominateur  * font  moindres 
♦ que  l’unité  ou  qu’vtn  entier.:  1 . 

nri  !:  ’ ' '»'•  ' J ! 
...  û i n:.i  c.  *:  ; ' 

v â 


On  a coutume  de  fe  faire  une  àdée  de 
la  nature  des  fraélions*  encore  dfone  autre 
maniéré , qui  éclaircit  aiTez  bien  la  choie. 
Si  l’on  confidere  j par  exemple  ,■  la  iraélion 
il  eft  évident  quelle  eft  trois ^ fois  plus 
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■>.  v.  1 , 'T  7 ' 

grande  que  Or  cette  fra&ion  ^ fignifié 
que  fi  l’on  partage  i en  4 parties  égales , 
ce  lèra-Ià  la  valeur  d’une  de  ces  parties  j 
il  eft  doiîc  clair  qu’en  prenant  enfcmble 
3 de  ces  parties , on  aura  la  valeur  de  la 
fraélion 

On  peut  confidérer  de  la  même  maniéré 
toute  autre  fraélion , par  exemple  , ~ ; fi 
l’on  partage  l’unité,  en  1 1 parties  égales , 
7 de  ces  parties  équivaudront  à la  fraftion 
propofée. 
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C’eft  aufli  à cette  maniéré  de  repréfên- 
ter  les  fraélions , que  les  dénominations 
fufdites  de  numérateur  & de  dénominateur 
doivent  leur  origine.  Car , comme  dans  1^ 
fraélion  précédente^,  le  nombre  qui  eft 
fous  le  trait  indique  que  c’eft  en  1 1 parties 
que  Tunité  doit  fe  diviferj-par  conféquent? 
comme  il  défigne  ou  nomme  ces  parties^ 

on  ne  l’a  pas  nommé  fans.raifon  le  dénomi- 

, • y 

nateur.  - ‘ 

" ‘ ■ • ' D -4''":'  ] 
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De  plus,  comme  le  nombre  fupérieur; 
favoir  7 , indique  que  pour  avoir  la  valeur 
de  la  frattion  il  faut  prendre  ou  tpflembler 
7 de  ces  parties , & que  par  conféquent 
il  les  compte  pour  ainfi  dire  , on  a jugé  à 
propos  de  nommer  ce  nombre  qui  eft  au- 
deffus  du  trait , le  numérateur . 


Puifqu’il  eft  aifé  de  comprendre  ce  que 
c’eft  que  ^ , quand  on  fait  ce  que  lignifie  ^ , 
nous  pouvons  confidérer  les  ffaélions  dont 
le  numérateur  eft  l’unité , comme  faifant  le 
fondement  de  toutes  les  autres.  Telles  font 
les  fra&ions 

11  i_  i_  i ' i I • 2:  il  — Rtc  * 

» » j • 4 * j»6»7>8»9’io»  ii»  11» 

& il  faut  remarquer  que  ces  fractions  vont 
toujours  en  diminuant  ; car  plus  vous  divifez 
un  entier,  ou  plus  le  nombre  des  parties  que 
Vous  en  faites  eft  grand , plus  au  contraire 
chacune  de  ces  parties  devient  petite.  C’eft 
ainfi  que  ± eft  plus  petit  que  ~ ; que  ^plus 
petit  que  ^ plus  petit  que 


i 

I 
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On  a vu  que  plus  on  augmente  le  dé- 
Tiominateur.  de  pareilles  fra&ions , 8c  plus 
leurs  valeurs'  deviennent  petites.  On  pour- 
roit  donc  demander  s’il  ne  feroit  pas  poiïiblé 
de  faire  ce  dénominateur  fi  grand , que  la 

/*  1 1 ‘ • - P • 9 t * i » «.  > 

fra&ion  fe  réduisît  à rien  ? N ous  répon- 
drons que  non  ; car  en  combien  de  parties  j 
innombrables  même  , que  vous  divifiez 
l’unité  ; par  exemple  , la  longueur  d’un 
pied  , ces  parties  ne 'laifleront  pas  de  con- 
ferver  une  certaine  grandeur,  Sc  ne  ferpnt 
par  conféquent  jamais  absolument  rien. 


0") 


8o. 1 * 


ILeft  vrai  que  fi  l’on  divife  la  longueur 
d’un  pied  en  iooo  parties,  par  exemple  ; 
ces  parties  ne  tomberont  plus  facilement 
fous  nos  (èns.  Mais  regardcz-les  parunboii 
microfcopc , elles  paroîtront  aflez  grandes 
pour  pouvoir  être  divifées  encore  eh  ibô 
parties  8c  davantage. 


; -.'viinir.a 

> Ï 


jv,  i ;■;/ 


<8  Elément 

Tf  " v.  -,  !.  ; 

11  ne  s’agit  cependant  pas  du  tout  ici  de 
ce  qu’il  dépend  dç  nous  de  faire , ou  de 
c.q  que  nous  fommes  capables  d’exécuter 
réellement,  & de  ce  que  nos  yeux  peuvent 
âppercevoirj  il  eft  queffion.  plutôt  de  ce 
gui  eft  pofllble  en  foi  - même.  Or  il  eft 
certain  dans  ce  fens,  que  quelque  grand 
qu’on  veuille  fuppolèr  le  dénominateur , la 
fraélion  pourtant  ne  s’évanouira  jamais  en- 

£ j ; r‘  * p;''  ’ 1 • • 

tiérement , ou  ne  deviendra  jamais  tout- 
à lait  égale  â ,o. 

-îi'O  . . 

i 

**  * n - •! 

On  n’arrive  donc  jamais  entièrement  à 
rien , quelque  grand  qu’on  fa'fle  le  déno- 
minateur i & ces  fraélions  confervant  tou- 
jours encore  une  certaine  grandeur , on 
peut  continuer , fans  jamais  ceffer , IaVuite 
ce  fr allions  de  1’article  78.  Cette  propriété 
a fait  dire  qu’il  faudroit  que  le  dénomi- 
dateur  fût  infini  ou  infiniment  grand,  pour 
cyç  la  fra&ion  le  réduisît  enfin  ào,  ou  à 
rien  j 5c  ce  mot  d’ infini  lignifie  en  effet 
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iet  qyoi*:be  Ipflf-v  ienÿtrpit  jamais,  à une  fia 
afr'Éû  Ja-  rÿjt^^lfees  fraAipn^;}  zmn  ;G 

2 uv.r.  rj  f fb  x:’p  f b^  ohot/p  A r 7 1 o;> 

avL'orr'ji  no  ,c3ïï  muuc  t îjv  üi:oy.'  < ' - *rt 

0’[  Oi>.  le  fert;  pour  repréfentgr  çette  idée, 

qui  eft  très-fondée , du  figqç^po.y  lequel  par 
çpnféqueatv  Çgnifie  un  nombre  ûii  miment 
grand  ;•  &,on  peuidopc  dirmque  cette  fraq- 
|fon  à eA  ' un  rien  ;r^els , par  Jar  rpfpn  même 
qu’une  fraction  ne  jaurpit  fe  réduite  à ripp,, 
auïïi  long-temps  que  je  dénominateur  n’a 
pas  été  augmenté  STrinfini. 
rjq’ui'  A>  i:  t siox  j v,i;jlr/.ri  in  il 
-2 ter  in  y.jn  A.)  :r;3'*  .io'j  i ll;>  uj2  vol 

1 » 

«‘•([Ili’efti  d’autant  plus  néceffâirè  de’feirè 
attention  à cette  ;idée  dpj  l-infrm'j*  qu’elle 
déduite  des  premiers  fonde  prens  de ‘nos 
'connoiffartces  \ & qi/ elle  ‘fora  dë  la  plus 
^grande  importance  • dans  ce  qxir'ïüivra.  d 
■-u:  Notas  pouvims  ici  déjà!  en  tirer' des  con* 
Séquences  auffi,  belles  que  dignes  de  nottfe 
aitention.-ovob  k-ju  infini  vu p 

La  fra&ion . ~ iûcjique  le.  qudtjent  de  h 


£o  •"  E z?'  k ''  m'  £ jr-  ia 


divifion-dü  dividende  i;  par  Jeditïleur  ao. 
Or  nous  favonfr  qu’en  divilartt  le^  dividen- 
de i par  le  quotient  i-,  qui  eft,  comme 
nous  avons  vu  , autant  que  o , on  retrouve 
•le  divifeur  oo  : - voici  donc  une  nouvelle 


notion  de  l’infini  que  nous  acquérons  *,  fidift 
apprenons  qù’rl  provient  de  là  divifion  de  t 
'par  o;  & Ton  eft  par  coriféquent  fondée 
direi  que'i  divifé  par  o indique  un  nômbfè 
àtifiniment  grand  ou*  ool n0-' ; ‘ 

;p  ! 


:r; . 


j 


Il  eft  nécelîaire  encore  ici  de  difliper 
l’erreur  allez  commune  de  ceux  qui  pré- 


tendent qu’un  j'nfimnl^ne  - gronda  n’eft  ;pas 

//üfceptitlerd’dugment^ion'.jj  f-, 

Cette  opinion  ne.  làuroit  lublifter  avec 
les  principes  folides  que  npùs  -venôns  d’étar 
blir;  car  lignifiant  un  nombre  infiniment 
-grand , 8c  ~ étant  incohteftahlement  le.dou- 
ble  de  i-  j il  eft  clair  qu’un  nombre , quoi- 
que infiniment  grand , peut  devenir  encore 
•deux  ou-plufieurs  fois  plus  grand,  .■* 
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f » 


'•J  » . 


Des  propriétés  des  f raclions. 


r'.l 


Nous  avons  vu  plus  haut  que  chacun© 
des  frayions 


* ».  f 


1 4 i Li  I-î  te 

' J>3»4’î'4,7,*>  tXC"  ! 

fait  un  entier,  & que  par  conféquent  elles 
font  toutes  égales  entr’elles.  La  même  éga- 
lité régné  dans  les  fraftions  qui  fuivent , 

1 4 6 8 îo  11  O • 

T»r>3»4»  5»«s>  OCC* 

chacune  d’elles  faifant  deux  entiers  ; car 
le  numérateur  de  chacune  divifé  par  fon 
dénominateur,  donne  i.  De  même  toutes 
ces  fra&ions 
• ,1  i 11  lî 

font  égales  entr’elles , puifqu’elles  ont  3 
pour  valeur  commune. 


*■  ' - • t ; 5 * î 
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86. 


On  peut  pareillement  qTepréfènter  la 
valeur  d’une  fraélion  quelconque  , d’une 
infinité  de  maniérés.  Car  fi  l’or*  multiplie 
tant  le  numérateur  que  le  dénominatèuÿ 
d’une  fraâion  par  un  mèmè  nombre  , que^ 
l’on  peut  prendre  à volonté , cëtte  fra&ion 
n’en  confervera  pas  moins  la  même  valeur. 
C’eft  par  cette  raifon  que  toutes  ces  frac-, 

rions  , ; ■ f,  ......  .. 

i i 3 . 4 . î ± 1 JL  '±-  12  • 

ï»  i i î j Tô  J ii  ’ 14’  16».  j6  ’ ^*7? 

font  égales  entr’elles,  chacune. valant 
De  même 

i l 3 4-%  j_  L ,Z:  i.  • £ " 12  & 

3 » 6 » 9 » il  * 15  v 18  > 11  * 14  * 17  * JO  » 

font  des  fraftions  égales , & dont  chacune 
vaut  7.  Les  fra&ions  b > ■ - 

1 4 8 12  11  11  — i Rrc 

3”  » 6 » il  » tj  » 18  » ai  » »4  ’ 

ont  pareillement  toutes  une  iïiême  valeur  j 
& on  peut  conclure  enfin  en  général  que 
la  fraftion  \ peut  être  repréfentée  par  les 
expreflions  fuivantes , dont  chacune  équi- 
vaut à f;  favoir  : 

a la  3<i  4f 

* > ri»  j*>  4*»  j*»  * 
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87. 

Pour  s’en  convaincre , onrn’a  qu’à  écrire 
pour  la  valeur  de  la  fraftion  £ une  certaine 
lettre  c,  en  entendant  par  cette  lettre  c 
le  quotient  de  la  divifion  de  a par  b ; & 
fe  rappeler  que  la  multiplication  du  quo- 
tient c par  le  divifeur  b , doit  donner  le 
dividende.  Car  puifque  c multiplié  par  b 
donne  a,  il  eft  clair  que  c multiplié  par 
2 b donnera  2 a , que  c multiplié  par  3 b 
donnera  3 a , & qu’ainfi  en  général  c mul-‘ 
tiplié  par  m b doit  donner  m a.  Or  chan- 
geant maintenant  ceci  en  un  exemple  de 
divifion , & divifant  le  produit  ma  par  rr.  b ; 
l’un  des  faéteurs , il  faut  que  le  quotient' 
foit  égal  à l’autre  fa&eur  c ; mais  m a 
divifé  par  mb  donne  aufti  la  fraftion^^ 
laquelle  eft  par  conféquent  égale  à c ; & 
voilà  ce  qu’il  s’agiffoit  de  prouver  : car  c 
ayant  été  adopté  pour  la  valeur  de  la  frac- 
tion f , il  eft  évident  que  cette  fraflion  eft 
égale  à la  fra&ion  ~ , quelque  valeur  que 
l’on  donne  à m . 


-x 


Digitized  by  Google 


64  E L É M E M S 

i ' • * * * A V 

88. 

Nous  avons  vu  que  toute  fraélion  peut 
être  repréfentée  fous  une  infinité  de  formes , 
dont  chacune  contient  la  même  valeur  ; & 
il  eft  indubitable  que  de  toutes  ces  formes , 
c'eft  celle  qui  fera  compofée  des  plus  petits 
nombres  , dont  on  faifira  le  mieux  la  ligni- 
fication. Par  exemple  , on  pourroit  mettre 
au  lieu  de  j les  fraélion»  fuivantes , 

1 1 1 12  11  &r 
6 » 9 » ix  » ij  » 18  » 

mais  il  n’eft  pas  douteux  que  j ne  foit  tou- 
jours de  toutes  ces  expreflions  celle  dont 
il  eft  le  plus  facile  de  fe  faire  une  idée. 
Il  fe  préfente  donc  ici  la  queftion  comment 
une  fraélion , comme  ^ , qui  n’eft  pas  ex- 
primée par  les  plus  petits  nombres  poflibles , 
peut  être  réduite  à fa  forme  la  plus  fimple 
ou  à fes  moindres  termes , c’eft-à-dire  dans 
notre  exemple  , à 

89. 

H fera  facile  de  réfoudre  cette  queftion  , 
fi  l’on  confidere  qu’une  fraélion  ne  lailïe 

• pas 
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pas  de  conferver  fa  valeur , quand  on  mul-» 
tiplie  fes  deux  termes , ou  fon  numérateur 
& fon  dénominateur  , par  un  même  nom- 
bre. Car  de  là  il  s’enfuit  qu’aufli  en  divifant 
Je  numérateur  & le  dénominateur  d’une 
fra£Hon  par  un  même  nombre  , cette  frac- 
tion doit  conferver  la  même  valeur.  Cela 
fe  voit  encore  plus  clairement  par  le  moyen 
de  la  formule  générale  ^ ,•  car  fi  l’on  di- 
vife  tant  le  numérateur  ma  , que  le  déno-1 
minateur  m b , par  le  nombre  m , on  obtient-' 
la  ffa&ion  laquelle , comme  on  l’a  prouvé 
ci-deflus , eft  égale  à 

90. 

Afin  donc  de  réduire  une  fraéfion  pro- 
pofée  à fes  moindres  termes , il  s’agit  de 
trouver  un  nombre  par  lequel  tant  le  nu- 
mérateur que  le  dénominateur  puifle  être 
divifé.  Un  nombre  de  cette  efpece  fe  nomme 
un  commun  divifeur , & aufïï  long-temps 
qu’on  peut  indiquer  un  commun  divifeur 
entre  le  numérateur  & le  dénominateur  , 
Tome  L - E 
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il  eft  certain  que  la  fra&ion  peut  être  ré- 
duite à une  expreflion  plus  petite  ; mais 
quand  on  voit  au  contraire  qu’à  l’exception 
de  l’unité  aucun  autre  commun  divifeur 
ne  fauroit  avoir  lieu  , c’eft  (igné  que  la 
fraélion  fe  trouve  déjà  fous  la  forme  la 
plus  (impie  qu’il  eft  poflible. 

91 

Pour  rendre  ceci  plus  clair , conftdérons 
la  fraétion  Nous  voyons  d’abord  que 
les  deux  termes  (e  divifent  par  i , & qu’il 
en  réfulte  la  fraélion  Enfuite  qu’on  peut 
de  nouveau  divifer  par  z , & réduire  la 
fra&ion  à ^ & celle-ci  ayant  encore  z 

pour  commun  divifeur , il  eft  clair  qu’on 
peut  la  réduire  à ~ . Mais  à préfent  l’on 
s’apperçoit  facilement  que  le  numérateur 
& le  dénominateur  font  encore  divifibles 
par  3 ; faifant  donc  cette  divifton  on  ob- 
tient la  fraftion  j,  laquelle  eft  égale  à la 
fraftion  propofée , & indique  l’expreflion 
la  plus  (impie  à laquelle  on  puifle  la  ré- 
duire i car  î & j n’ont  que  le  commun 
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divifeur  i , lequel  ne  peut  diminuer  ces 
nombres  davantage. 

92.  . ; 

Cette  propriété  qu’ont  les  fraftions , de 
garder  une  valeur  invariable  , Toit  qu’on 
divife  ou  qu’on  multiplie  le  numérateur  & 
le  dénominateur  par  un  même  nombre;  cette 
propriété,  dis -je,  eft  de  la  plus  grande 
importance  & fait  le  principe  fondamental 
de  tout  ce  qu’on  enfeigne  fur  les  fra&ions. 
On  ne  peut  guere  , par  exemple  , ajouter 
erifemble  deux  fraftions,  ou  les  fouftraire 
l’une  de  l’autre  , avant  que  , moyennant 
cette  propriété,  on  les  ait  réduites  à d’au- 
tres formes,  c’eft-à-dire  à des  expreflions 
dont  les  dénominateurs  foient  égaux.  C’eft 
de  quoi  nous  parlerons  dans  le  chapitre 
fuivant. 

93. 

Nous  finirons  celui-ci  par  la  remarque 
qu’on  peutaufli  repréfenter  tous  les  nombres 
entiers  par  des  fraftions.  Par  exemple , 6 

E x 
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eft  autant  que  7,  parce  que  6 divifé  par  f 
fait  6 y & on  peut  de  la  même  maniéré 
exprimer  ce  nombre  6 par  les  fraêlions 
Ü il  l*  if  & une  infinité  d’autres  qui 

j ) 3 ) 4 > 6 > 

ont  la  même  valeur. 


CHAPITRE  IX. 

* * ' t t 

Dt  /’ addition  & de  la  joujlraclion  des  F raclions. 

T rQRsouF.  les  fra&ions  ont  des  dénomi- 
nateurs égaux  , il  n’y  a aucune  difficulté  à 
les  ajouter  & à les  fouftraire;  car 
autant  que  * , & * — \ autant  que  On 
n’opere  dans  ce  cas  , foit  pour  l’addition  , 
foit  pour  la  fouftra&ion  , que  fur  les  nu- 
mérateurs , & on  met  fous  le  trait  le  dé- 
nominateur commun  j ainfi 

J-  _ il  __I1  4.  22.  fait  } 

IOO  f IOO  ICO  IOO  1 100  IOO  " 

25  — J. , _ Il  4-  Ü fait  f6  ou  . 
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de  même  j “h  j font  j ou  i , ceft-à-dire 
un  entier  ; & i — 4 “H  4 ^ont  4 » c eft  - à- 
dire  rien , ou  o. 

95- 

Mais  quand  les  frayions  nont  pas  des 
dénominateurs  égaux , il  eft  toujours  pof- 
fible  de  les  transformer  en  d’autres  frayions 
qui  aient  un  même  dénominateur.  Par 
exemple  , quand  on  propofe  d’ajouter  en- 
femble  les  fraétions  ~ & j , il  faut  confidé- 
rer  que  eft  autant  que  | , & que  ~ équi- 
vaut à | nous  avons  donc  à la  place  des 
deux  fraéfions  propofées  ces  deux  autres, 
\-\~\y  dont  la  fomme  fait  Si  les  deux 
fraélions  étoient  jointes  par  le  (îgne  moins  , 
comme  j — l- , on  auroit  | — |ou|. 

Autre  exemple  : Soient  les  fractions  pro- 
pofées ^-J-|  ; puifque  \ eft  la  même  chofe 
que  g , on  peut  lui  fubftituer  cette  valeur 
& dire  £-4  font  ^ ou  1 | 

Suppofez  qu’on  demande  encore  ce  que 
donnent  y & ajoutés  enfemble  , je  dis- 
que c’eft  ~ ; car  j fait  - , & fait  K 1 
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96. 

Il  peut  arriver  qu’on  ait  un  plus  grand 
«ombre  de  fra&ions  à réduire  à un  même 
dénominateur;  par  exemp.  ^>7»  J»  f» 
tout  fe  réduit  alors  à trouver  un  nombre 
qui  foit  divifible  par  tous  les  dénominateurs 
de  ces  fraftions.  60  eft  ici  le  nombre  qui 
a cette  propriété , & qui  devient  par  con- 
féquent  le  dénominateur  commun.  Nous 
aurons  donc  ^ au  lieu  de  ^ au  lieu  de  | ; 

au  lieu  de  i au  lieu  de  - , & au  lieu 
de  S’il  s’agit  à préfent  d’ajouter  enfemble 
toutes  ces  frayions  g,  35  i on 

ne  fait  qu’ajouter  tous  les  numérateurs , & 
on  donne  à la  fomme  le  dénominateur 
commun  60  ; c’eft-à-dire  qu’on  aura  , 
ou  3 entiers  & ^ , ou  3 

97- 

Tout  fe  réduit  ici , nous  le  répétons , à 
transformer  deux  fraftions  dont  les  déno- 
minateurs font  inégaux  , en  deux  autres 
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dont  les  dénominateurs  font  égaux.  Pour 
faire  donc  cette  opération  d’une  maniéré 
générale  , foient  £ & j les  fraftions  propo- 
fées.  Qu’on  multiplie  d’abord  les  deux  ter- 
mes de  la  première  par  d , on  aura  la  frac- 
tion ^ égale  à \ ; qu’on  multiplie  enfuite  les 
deux  termes  de  la  fécondé  fra&ion  par  b , 
on  en  aura  une  valeur  équivalente  expri- 
mée par  ^ } & voilà  les  deux  dénominateurs 
devenus  égaux.  Maintenant  fi  l’on  demande 
quelle  eft  la  fomme  des  deux  fra&ions  pro- 
pofées , on  peut  répondre  aufîi  - tôt  que 
c’eft  & s’il  eft  queftion  de  la  diffé- 

rence , on  dit  qu’elle  eft  — S’il  s’agif- 
foit , par  exemple , des  fraftions  \ & n-  , on 
obtiendroit  à leur  place  ^ ^ | , dont  la 

fomme  eft-^r,  & dont  la  différence  eft 

98. 

C’eft  à cette  matière  auffi  qu’appartient 
la  queftion,  laquelle  de  deux  fractions  pro- 
pofées  eft  la  plus  grande  ou  la  plus  petite  ? 
car , pour  y répondre , on  n’a  qu’à  réduire 

E 4 
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ce  s deux  fraétions  au  même  dénominateur. 
Prenons  pour  exemple  les  deux  fraélions 
£ & \ i fi  on  les  réduit  au  même  dénomi- 
nateur , la  première  devient  ^ & la  fé- 
condé J7 , & il  eft  évident  à préfent  que 
c’eft  la  fécondé , ou  , qui  eft  la  plus 
grande , & que  c’eft  de  £ quelle  furpafle 
la  première. 

Soient  propofées  encore  les  deux  frac- 
tions j & | , on  aura  à leur  place  celles- 
ci,  ^ d’où  l’on  peut  inférer  que  | 

furpafle  | , mais  feulement  de 

99. 

Lorfqu’il  eft  queftion  de  fouftraire  une 
fra&ion  d’un  nombre  entier , il  fuffit  dç 
convertir  une  des  unités  de  ce  nombre 
entier  en  une  fra&ion  qui  ait  le  même 
dénominateur  que  celle  qu’il  faut  fouftraire , 
le  refte  fe  fait  fans  difficulté.  Qu’il  s’agiffie , 
par  exemple , de  fouftraire  £ de  1 , on  écri- 
ra au  lieu  de  1 , &r  on  dira  - ôté  de  j laifte 
~ de  refte.  De  même  ^ , fouftrait  de  1 , 
laiii’e  -Z-, 
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S'il  s’agifloit  de  fouftraire  ~ de  deux , on 
écriroit  i & au  lieu  de  i , & on  verroit 
d’abord  qu’il  doit  refter  après  la  fouflrac- 
tion  1 

IOO. 

11  arrive  au/fi  quelquefois  qu'ayant  ajouté 
enfemble  deux  ou  plufieurs  fraélions,  on 
obtient  plus  d’un  entier  , c’eft-à-dire  , un 
numérateur  plus  grand  que  le  dénomina- 
teur ; c’eft  un  cas  qui  s’eft  même  déjà  pré- 
fenré  & auquel  il  faut  faire  attention. 

Nous  avons  trouvé  , par  exemple  , à 
l’article  9 6 que  la  fomme  des  cinq  frac- 
tions \ , j , ~ , j & \ étoit  ^ , & nous  avons 
fait  obferver  que  cette  fomme  fignifioit 
3 entiers  & |^ou^.  De  même  ou  ^ 

-|-  — font  ^ ou  1 Il  n’y  a qu’à  faire  la 
divifion  réelle  du  numérateur  par  le  déno- 
minateur , voir  combien  d’entiers  viennent 
au  quotient,  & tenir  compte  du  réfidu. 

On  fera  de  même  à peu  près  pour  ajou- 
ter çnfemble  des  quantités  compofées  de 
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nombres  entiers  & de  fra&ions  ; on  ajou- 
tera d’abord  les  frattions , & fi  leur  fomme 
/ait  un  ou  plufieurs  entiers  , on  les  ajoute 
aux  autres  entiers.  Qu’il  foit  queftion  , par 
exemple , d’ajouter  3 ~ & 2 - , on  prend 
d’abord  la  fomme  de  ^ & j , ou  de  !&!• 
Elle  eft  7-  ou  1 s-;  donc  la  fomme  totale  eft 


.CHAPITRE  X. 

De  la  multiplication  & de  la  divijîon 
des  Fraclions. 

IOI. 

La  réglé  po#  la  multiplication  d’une 
fra&ion  par  un  nombre  entier , eft  de  ne 
multiplier  par  ce  nombre  que  le  numéra- 
teur , & de  ne  rien  changer  au  dénomi- 
nateur i ainfi 

1 fois  7 fait  - ou  1 entier  ; 

2 fois  \ fait  2-  i & 


Z)'  A L G E B R £.  7J 

3 fois  l fait  £ ou  ; 

4 fois  £ fait  ££  ou  1 ~ ou  1 

On  peut  cependant , au  lieu  de  cette 
réglé  , employer  aufli  celle  de  divifer  le 
dénominateur  par  le  nombre  entier  donné  ; 
& il  eft  bon  de  s’en  fèrvir , quand  cela  fè 
peut , parce  qu’on  abrégé  par-là  le  calcul 
Qu’il  s’agifle , par  exemple , de  multiplier  | 
par  3 $ fi  l’on  multiplie  le  numérateur  par 
le  nombre  entier  , on  obtient  — , lequel 
produit  fe  réduit  à Mais  fi  l’on  ne  change 
rien  au  numérateur  & que  l’on  divife  le  dé- 
nominateur par  le  nombre  entier,  on  trouve 
immédiatement  - ou  i | pour  le  produit 
cherché.  De  même 
donnent  11  ou  x I. 

4 J 4 

102. 

En  général  donc  , le  produit  de  la  mul- 
tiplication d’uné  fraftion  \ par  c eft  ‘-y,  & 
on  peut  remarquer  que  quand  le  nombre  en- 
tier eft  précifément  égal  au  dénominateur  ^ 
le  produit  doit  être  égal  au  numérateur. 


~ multipliés  par  6 


. r 
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En  effet 

pris  i fois  donne  1 -, 

- pris  3 fois  donne  î ; • 
l pris  4 fois  donne  3. 

Et  en  général , fi  l’on  multiplie  la  fraftion  ~h 
par  le  nombre  b , le  produit  doit  être  a , 
comme  on  l’a  déjà  fait  fentir  plus  haut  ; 
car  puifque  j indique  le  quotient  de  la  di- 
vifion  du  dividende  a par  le  divifeur  b , & 
qu’on  a démontré  que  le  quotient  multiplié 
par  le  divifeur  doit  donner  le  dividende  , 
il  eft  clair  que  } multiplié  par  b doit  pro- 
duire a. 

IO3. 

Nous  avons  vu  comment  on  doit  mul- 
tiplier une  fraélion  par  un  nombre  entier  , 
voyons  à préfent  aufli  comment  il  faut 
divifer  une  fraftion  par  un  nombre  entier  > 
cette  recherche  eft  néceffaire  avant  que 
nous  pallions  à la  multiplication  des  frac- 
tions par  des  fraéHons.  Or  il  eft  clair  que 
fi  j’ai  à divifer  la  fra&ion  ~ par  i , il  doit 
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me  venir  ; & que  le  quotient  de  ~ divifé 
par  3 eft  y La  réglé  eft  donc , qu’il  faut 
divifer  le  numérateur  par  le  nombre  entier 
fans  changer  le  dénominateur.  Ainfi  : 

^ divifé  par  2 donne  &: 

^ divifé  par  3 donne  &: 

^ divifé  par  4 donne  ~ , &c. 

: IO4.  • ..  • o*  • 

r Cette  réglé  peut  être  pratiquée  fans  dif- 
ficulté, pourvu  que  le  numérateur  l'oit  dû- 
vifible  par  le  nombre  propofé  ; mais  fort 
fouvent  il  ne  l’eft  pas  ; il  faut  donc  oblerver 
qu’on  peut  transformer  une  fraction  en  un 
nombre  infini  d’autres  exprelfions , & que 
dans  ce  nombre  il  ne  peut  manquer  d’y- 
en avoir  de  telles , que  le  numérateur  puiiïa, 
être  divifé  par  le  nombre  entier  donné.  S’il 
s’agiffoit , par  exemple , de  divifer  i par  2 , 
on  changeroit  la  fraélion  en  ~ , & divifant 
maintenant  le  numérateur  par  2 , on  auroit 
aufli-tôt  f-  pour  le  quotient  cherché. 

Ea  général , s’il  eft  queftion  de  divifer 
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la  fra&ion  ~ par  c , on  la  transformera  en 
celle-ci  ~ , & divifant  ënfuite  le  numérateur 
ac  par  c,  on  écrira  ^ pour  le  quotient 
cherché. 

105. 

* - • • ♦ 1 

Nous  voyons  donc  que  dans  le  cas  011 
une  fraftion  j doit  être  divi'ëe  par  un  nom- 
bre entier  c , on  n’a  qu’à  multiplier  le  dé- 
nominateur par  ce  nombre,  & laiffef  le  • 
numérateur  tel  qu’il  eft.  C’eft  ainfi  que| 
divifé  par  3 fait  — , & que  ~ divifé  par  5 

Ce  calcul  devient  cependant  plus  facile 
quand  le  numérateur  lui-même  eft  divifible 
par  le  nombre  entier  , comme  nous  l’avons 
fuppofé  à l’article  103.  Parexemple  ^divifé 
par  3 feroit,  fuivant  notre  derniere  réglé, 

^ mais  par  la  première  réglé , qui  eft  ap- 
plicable ici , on  a ^ , expreftion  qui  équivaut 

à , mais  qui  eft  plus  fimple. 

» • • - . -*  * * 

' ' I 
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106. 

On  fera  maintenant  en  état  de  compren- 
dre comment  il  faut  multiplier  une  frac- 
tion l par  une  autre  fra&ion  j.  On  n’a  qu’à 
confidérer  que  ^ fignifie  que  c eft  divifé 
par  d j & en  partant  de  là  , on  multipliera 
d’abord  la  fra&ion  \ par  c , ce  qui  produit 
le  réfultat  après  quoi  on  divifera  par  d 
ce  qui  donne  Nous  tirons  de  là  la  réglé 
fuivante , que  pour  multiplier  deux  frac- 
tions , on  n’a  befoin  que  de  multiplier  fé- 
parément  les  numérateurs  & les  dénomi- 
nateurs. Ainfi 

7 par  j donne  le  produit  \ ou  j- } 

| pari  fait  & * ' 

\ Par  A P^duit  g ou  I , &c. 

107. 

Il  nous  refte  à montrer  comment  on  doit’ 
divilèr  une  fraftion  par  une  autre.  Il  faut 
remarquer  d abord  que  fi  les  deux  fraélions 
ont  le  même  nombre  pour  dénominateur  , 
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la  divifion  n’a  lieu  qu’à  l’égard  des  num£* 
rateurs  ; car  il  eil  évident , par  exemple , 
que  font  contenus  autant  de  fois  dans  £ , 
que  3 l’eft  dans  9,  c’elt  à- dire  , 3 fois;  & 
pareillement  pour  divifer  ~ par  ~ , on  n’a 
qu’à  divifer  8 par  9 , ce  qui  donne  On 
aura  de  même  - en  — , 3 fois  ; 7 en  4-  , 7 
fois  ; ^ en  ^ , 6-  , &c. 

I08. 

- Mais  quand  les  fractions  n’ont  pas  leurs 
dénominateurs  égaux  , il  faut  avoir  recours 
à la  maniéré  dont  nous  avons  dit  qu’ori 
les  réduifoit  au  même  dénominateur.  Qu’on 
ait , par  exemple  , la  tradition  l à divifer 
par  la  fraêtion  j , on  les  réduira  d’abord  au 
même  dénominateur  , & l’on  aura  ^ à di- 
vitèr  par  ^ ,•  & il  eft  clair  à préfent  que 
le  quotient  doit  être  indiqué  fimplement 
par  la  divifion  de  ad  par  bc  ; ce  qui  donne 

a d 

Te • 

Voici  donc  la  réglé  : il  faut  multiplier 
le  numérateur  du  dividende  par  le  dénomf 

nateur 
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nateur  du  divifeur , & le  dénominateur  du 
dividende  par  le  numérateur  du  divifeur  j 
le  premier  produit  fera  le  numérateur  du 
quotient , & le  fécond  produit  fera  fon 
dénominateur. 

lOp. 

Ainfi , en  fuivant  cette  réglé  pour  divi- 
fer  £ par  j , on  aura  le  quotient  ~ j la  di_ 
vifion  de  ~ par  ~ produira  6-  ou  \ , ou  1 & x-  j 
& celle  de  ^ par  ^ donnera  ou  I. 

I IO. 

On  a coutftme  auflî  de  préfenter  cette 
réglé  pour  la  divifîon  d’une  maniéré  plus 
facile  à retenir , que  voici  : Si  l’on  renverfe 
la  fra&ion  par  laquelle  il  s’agit  de  divifer, 
de  façon  que  le  dénominateur  fe  mette 
à la  place  du  numérateur  , & que  celui-ci 
s’écrive  fous  le  trait,  & qu’enfuite  on  mul- 
tiplie la  fraftion  , qui  ell  le  dividende  , par 
cette  fra&ion  renverfée  , le.  produit  fera  le 
quotient  cherché.  Ainfi  | divifé  par  eft 
autant  que  - multiplié  par  î-,  ce  qui  fait  - ou 
Tome  /,  F 
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i De  même  l divifé  par  j eft  autant  que 
| multiplié  par  \ , ce  qui  produit  ; ou  ~ 
divifé  par  | fait  autant  que  ~ multiplié  par 
j , dont  le  produit  eft  ^ ou 

On  voit  donc  en  général  que  de  divifer 
par  la  fraélion  ~ , c’efl  la  même  chofe  que  * 
de  multiplier  par  ]-ou2j  que  la  divifion 
par  ~ revient  à la  multiplication  par  \ ou 

Far  3 » &c-  . 

III.  , 

Le  nombre  ioo  divifé  par  i donnera 
donc  zoo  ; & i ooo  divifé  par  - fait  3000* 
De  plus , s’il  s’agit  de  divifer  1 par  ^ , 
le  quotient  ell  xooo  ; & en  divifant  i 
nar  — — , il  vient  tooobo.  Cela  aide  à 
comprendre  qu’en  divifant  par  o,  il  doit 
en  réfulter  un  nombre  infiniment  grand  ; 
car  la  divifion  dfc  1 par  la  petite  fraéfion 
'iooo  oc;~  Pr0(iuit  déjà  le  nombre  très-grand 
1000000000. 
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. Tout  nombre  divifé  par  lui-même  don-' 
nant  l’unité  , on  fent  bien  qu’une  fra&iont 
divifée  par  .elle-même  doit  aufli  donner  le. 
quotient  i ^ ]a  même  vérité  fuit  de  notre 
réglé  : car  pour  divifer  ■-  par  -- , il  faut  mul- 
tiplier ’ par  - , & oii  obtient ou  i ; & s’il 

1 4 * f3  çf  ▼ '• 

s’agit  de  diviler  £paf  £ , on  multiplie  £ par  ^ » 
or  le  produit  ^ eft  égal  à i.~ 

Nous  avons  auifi  à expliquer  encore  une 
expreflion  dont  l’ufage  eft  fréquent.  On 
demande,  ppr  exemple , ce  que  c’eft  que 
lp  moitié  de  3-  ; cela  veut  dire  qu’on  doit 
multiplier  ^ par  De  même  fi  l’on  demande 
ce  que  font  les  4de£ , on  multipliera  ~ par  y,’ 
ce  qui  produit  ~ do  ,96  fdn$  autant  que  ~ 

multiplié  par  - , & font  < . 

■ i,  . ..  ..  -,  • -j 

•<T  . r , | | 

Enfin  il.  faut  obferver  ici  £ l’égard  deï 
lignes  -j-  & — , les  mêmes  principes  que 

Fi  ^ 
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nous  ïvons  établis  plus  haut  pour  les  nom- 
bres entiers.  Ainû  -}-  r multiplié  par  — , 

fait L ; & — - multiplié  par  t—  p donne r 

4-  ±.  De  plus  — |divifé  par  -f  p fait— 

& = — di v ifé  par  — ~ ï ou  i • 

. ‘ r ~y'L  ■ i ittjOfj  “..'.a  ‘j  T f 

r r : 0 v-  , 11  t.w 

. , CH  A P ,1  T R E.rjX  !• 

Des  flpmbgV  1 quâr/és.  ' -n  [ — 

ii^ï 

L,,  -o  ' •fv”r  ■'■n  / 

E produit  d’un  nombre  multiplié  par 

,,,  j r --i  üa  !»  1 *f;ob  r.- •:  •_  v 

le  même  nombre  , te  nomme  un  ÿwa/vtf 

& par  cette  raifon  ôri  appelle  racine  quàrïée* 

ce  nombre  confidérè  relativement  à un  tél 

, ■ ; ;V;  : .q  - ?.  :!r;  • 

produit.  , - , . : • 

Par  exemple  , "quand -on  'multiplie 
par  11 , le  produit  144  ^ U1î  ^barré  dont 

la  racine  eft  12..  - • ‘,rr!  ' '[ • :'jiTÎ 

Le  fondement  de  cette  dénomination  eft 
pris  dans  la  Géométrie,  .où  l’on  trouve^ le 
contenu  d’un  quarré  en  multipliant  fôn  côté 

. . A C 

par  lui-njerae. 
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I I 6. 

Tous  les  nombres  quarrés  fe  trouvent 
donc  par  la  multiplication  ; c’eft-à-dire  , 
en  multipliant  la  racine  par  elle-même. 

•CTeft  ainfi  que  i eft  le  quarré  de  i , parce 
que  i multiplié  par  i fait  i j 8c  pareille- 
ment , que  4 eft  le  quarré  de  1 , 8c  9 le 
quarré  de  3 ; que  1 eft  la  racine  de  4 , 
&:  3 celle  de  9. 

Nous  confidérerons  en  premier  lieu  les 
quarrés  des  nombres  naturels , & nous  don- 
nerons d’abord  la  petite  table  qui  fuit , dans 
laquelle  plufieurs  nombres  ou  racines  fe 
trouvent  fur  la  première  ligne , & leurs 
quarrés  fur  la  fécondé  (*). 

Nomhres|  i|  >|  4I  ?|  6|  7|  8|  ')\  »o|  n|  n|  13 

Quarrés  | i|  4I  9 1 6|a 5 136I49I64I8 1 1 ioc|  1 2 1 1 1 44 J 1 69 

(*)  Nous  avons -des  tables  très  - complettes  pour  les 
quarrés  des  nombses  naturels  , publiées  Tous  le  titre  de 
Tctrjçonometrl*-  Tilularij  , &c.  auflore  J.  J osa  LudolFo- 
A.TUtelodami , 1690  , in-4.0  Ces  tables  vont  depuis  t 

F 3 
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1 17- 

On  remarquera  d’abord  fans  peine  dans 
ces  nombres  quarrés  rangés  ainfi par  ordre, 
une  belle  propriété  ; à favoir  que , fi  l’on 
fouftrair  chacun  de  ces  quarrés  de  celui  qui 
fuit  immédiatement , les  reftes  augmentent 
toujours  de  2 , 6c  forment  la  fuite  que 
voici  : 

y»*  >7,  9»  ”>  *3>  M»  *7#  I9,M,&C. 
qui  eft  celle  des  nombres  impairs. 

1 1 8. 

Les  quarrés  des  fraélions  fe  trouvent 
pareillement , en  multipliant  une  fraftion 
donnée  par  elle-même.  Par  exemple , le 
quarré  de  ^ eft  ~ , 6c 


j a pour  quarré  r-  i 


jufqu’à  iooooo  , non-feulement  pour  trouver  ces  quarrés  , 
mais  au (Ti  les  produits  de  deux  nombres  quelconques 
moindres  que  ioooco  ; fans  parler  de  différens  autres 
ufages  qui  font  détaillés  dans  l'Introduction  qui  eft  à la 
tête  de  l’Ouvrage. 
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~ a pour  quarré  ^ » 

~ 7j , & ainfi  de  fuite. 

On  voit  aflez  qu’il  fuffit  de  divifer  le 
quarré  du  numérateur  par  le  quarré  du 
dénominateur  , & que  la  fraéïion  qui  ex- 
prime cette  divifion , doit  être  le  quarré 
de  la  fraftion  donnée.  C’efi:  ainfi  encore 
que  ~ eft  le  quarré  de  & réciproque- 
ment que  eft  la  racine  de 

I 19. 

Quand  on  veut  trouver  le  quarré  d’un 
nombre  mixte , ou  compofé  d’un  nombre 
entier  & d’une  fra&ion  , on  n’a  qu’à  le 
réduire  à une  feule  fraftion  , & prendre 
enfuite  le  quarré  de  cette  fraélion.  Qu’il 
s’agifle  , par  exemple , de  trouver  le  quarré 
de  i i on  exprimera  d’abord  ce  nombre 
par  , & prenant  le  quarré  de  cette  frac- 
tion , on  a ~ ou  6 pour  la  valeur  du  quarré 
de  2 De  même  pour  prendre  le  quarré 
de  3 , on  dira  3 efi:  autant  que  'j- ; donc 
fon  quarré  efi:  égal  à — , ou  à 1 o & V oici 

F 4 
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pour  chaque  quart  d’augmentation  les  quar- 

rés  des  nombres  compris  entre  3 & 4. 


Nombres 

3 

3* 

t 

3> 

3* 

4 

Quarrés 

9 

10,7 

Mi 

1 6 

On  peut  conclure  de  cette  petite  table , 
que  fi  une  racine  contient  une  fraftion  , - 
fon  quarré  ne  manque  pas  d’en  contenir 
une  au  Ai.  Soit , par  exemple,  la  racine  1 £ ; 
fon  quarré  eft^9,oui^;  c’eft-à-dire  un 
peu  plus  grand  que  le  nombre  entier  z. 

120. 

PafTons  aux  expreflions  générales.  Quand 
la  racine  eft  a,  le  quarré  doit  être  aa  ; fi 
la  racine  eft  ia  , le  quarré  eft  4 aa  ,•  ce 
qui  donne  à connoître  qu’en  doublant  la 
racine,  le  quarré  devient  4 fois  plus  grand. 
De  même , fi  la  racine  eft  3 a , le  quarré 
eft  yaa  ; & fi  la  racine  eft  4 a , le  quarré 
eft  1 6a  j.  Mais  fi  la  racine  eft  ab , le  quarré 
eft  aabb  ; & fi  la  racine  eft  abc , le  quarré 
eft  aabbcc . 
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Ainfi  , quand  la  racine  eft  compofée  de 
deux  ou  de  plufieurs  fa&eurs , il  faut  mul- 
tiplier enfemble  leurs  quarrés  ; & récipro- 
quement , fi  un  quarré  eft  compofé  de  deux 
ou  de  plufieurs  faffeurs , dont  chacun  eft 
un  quarré , on  n’a  qu’à  multiplier  enfemble 
les  racines  de  ces  quarrés  , pour  avoir  la 
racine  complette  du  quarré  propofé.  Ainfi , 
comme  2304  eft  autant  que  4.16.36,  la 
racine  quarrée  en  eft  2.4.6  ou  48  ; & en 
effet  48  fe  trouve  être  la  racine  quarrée 
de  2304  , parce  que  48.48  fait  2304. 

122. 

Voyons  aufli  ce  qu’il  faut  obferver  dans 
cette  matière  à l’égard  des  fignes  -f-  &:  — . 
Et  d’abord  il  eft  clair  que  fi  la  racine  a 
le  figue -f- , c’eft-à-dire  quelle  eft  un  nom- 
bre pofitif,  fon  quarré  doit  néceftairement 
être  de  même  un  nombre  pofitif,  parce 
que  -j-  par  -j-  fait  -f-  : le  quarré  de  -{-  a 
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fera  -f-  aa.  Mais  fi  la  racine  eft  un  nombre 
négatif,  comme  — at  le  quarré  n’en  de- 
vient pas  moins  pofitif , puifqu’il  eft  aa  ; 
nous  pouvons  donc  conclure  que  -|-  aa  eft 
le  quarré  tant  de  -|-  a que  de  — a , & que 
par  conféquent  on  peut  indiquer  pour  tout 
quarré  deux  racines  , l’une  pofitive  & 
l’autre  négative.  La  racine  quarrée  de  2j, 
par  exemple , eft  également  -}-  5 & — j , 
parce  que  — 5 multiplié  par  — j donne 
25  aufli  bien  que  -j-  5 par  -j-  5. 


CHAPITRE  XII. 


Des  Racines  quarréts  & des  Nombres  irra- 
tionnels qui  en  résultent. 


I23. 


C E que  nous  avons  dit  dans  le  chapitre 
précédent  revient  principalement  à ceci  : 
Que  la  racine  quarrée  d’un  nombre  pro- 
pofé  n’eft  autre  chofe  qu'un  nombre  tel 


Digitized  by  Google 


D A L G E B R El  9^' 

que  fon  quarré  Toit  égal  au  nombre  pro-^ 
pofé  , & qu’on  peut  mettre  devant  ces 
racines  tant  le 'ligne  pofitif  que  le  ligne 
négatif. 

124. 

Ainfi  quand  un  nombre  propofé  eft  un 
quarré , & qu’on  a retenu  dans  la  mémoire 
un  nombre  fuffifant  de  nombres  quarres  , 
il  eft  facile  de  trouver  la  racine  de  celui 
qui  eft  donné.  Si  c’eft  196  , par  exemple, 
qui  foit  ce  nombre  propofé  , on  fait  que 
fa  racine  quarrée  eft  14. 

On  traite  de  meme  avec  facilité  les 
fraétions  : il  eft  clair , par  exemple , que  ~ 
eft  la  racine  quarrée  de  ^ ; on  n’a  , pour 
s’en  convaincre , qu’à  prendre  la  racine 
quarrée  du  numérateur  , & celle  du  déno- 
minateur. 

Si  le  nombre  propofé  eft  un  nombre 
mixte  , comme  12^,  on  le  réduira  à une 
feule  fraction , laquelle  eft  ici  j , & on 
verra  fur  le  champ  que  c’eft  ~ ou  3 j , qui 
doit  être  la  racine  quarrée  de  1 2 


I 


Digitized  by  Google 


Çf  E ~L  É M E N'  S'  • 

125 

c Mais  quand  le  nombre  propofé  n’eft  pas 
un  quarré  , comme  1 1 par  exemple  , il 
n’eft  pas  poflible  non  plus  d’en  extraire  la 
racine  quarrée , ou  d’indiquer  un  nombre 
tel  que  , multiplié  par  lui-même  , il  donne 
le  produit  1 2.  Ce  que  nous  (avons  cepen- 
dant , c’cft  que  la  racine  quarrée  de  1 2 
doit  être  plus  grande  que  3 , parce  que  3.3 
ne  font  que  9 j & plus  petite  que  4 , parce 
que  4.4  font  16,  c’eft-à-dire  plus  de  12. 
Nous  favons  même  aufli  que  cette  racine 
eft  plus  petite  que  3 l-  ; car  nous  avons  vu 
que  le  quarré  de  3 l-  ou  n-  eft  1 2 Enfin 
nous  pouvons  déterminer  cette  racine  d’une 
maniéré  encore  plus  approchée , en  la  com- 
parant avec  3 ~ ; car  le  quarré  de  3 ^ ou 
<ie  I5  eft  ~ ou  1 2 & ~ , par  conféquenc 
cette  fraftion  eft  encore  un  peu  plus  grande 
que  la  racine  qu’on  demande  ; mais  de  très- 
peu  , puifque  les  deux  quarrés  ne  different 
entr’eux  que  de 
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I 2 6. 

On  pourroit  foupçonner  que  puifque  3 T- 
& 3 y font  des  nombres  plus  grands  que 
la  racine  de  1 z , il  feroit  poflible  d’ajourer 
à 3 une  fra&ion  un  peu  plus  petite  que  ÿ, 
& précifément  telle  que  le  quarré  de  la' 
fomme  fût  égal  à 12. 

Eftayons  donc  avec  3 ~ , puifque  * eft  un 
peu  moindre  que  y.  Or  3 | eft  autant  que 
y , dont  le  quarré  eft  &par  conféquent 
plus  petit  de  y que  le  quarré  de  1 2 , qu’on, 
peut  exprimer  par  y.  Il  eft  donc  prouvé; 
que  3 | eft  plus  petit , & que  3 y eft  plus, 
grand  que  la  racine  cherchée.  Eftayons, 
donc  un  nombre  un  peu  plus  grand  que, 
3 ~ , mais  pourtant  plus  petit  que  3 ~ , par. 
exemp.  3 Ce  nombre  qui  vaut  a pourj 
quarré  Or  en  réduifant  .12  à ce  déqo-: 
minateur  on  trouve  il  s’enfuit  donc  que* 

3'  j-t  eft  encore  plus  petit  que  la  racine  de 
i 2 , à favoir  de  Subftituons  donc  à la; 
fraftion  ~ , qui  eft  un  peu  plus  grande  ^ 
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& voyons  encore  ce  qui  réfultc  de  la  com- 
paraifon  du  quarré  de  3 ~ avec  le  nombre 
1 2 propofé  : le  quarré  de  3 ~ efl  ~~j  , or  u 
réduit  à la  même  dénomination  fait  ~ ; 
ainfi  3 eft  encore  trop  petit , quoique  feu- 
lement de  7^ , tandis  que  3 sert  trouvé 
trop  grand.  , 

117.  : • 

t ■ * 1 

On  peut  comprendre  facilement  que 
quelque  fraftion  que  l’on  joigne  â 3 , le 
quarré  de  cette  fomme  doit  toujours  con-, 
tenir  une  fraftion  , & ne  peut  jamais  de- 
venir exactement  égal  au  nombre  entier  1 2. 
Ainfi , quoique  nous  fâchions  que  la'  racine, 
quarrée  de  1 2 eft  plus  grande  que  3 ~ & 
moindre  que  3 , nous  fommes  cependant 

forcés  de  convenir  que  nous  ne  fommes 
pas  en  état  d’afligner  une  fra&îon  intermé- 
diaire entre  ces  deux-L\  , & telle  en  même 
temps  qu’ajoutée  à 3 , elle  exprime  exac- 
tement la  racine  quarrée.de  (1.  Avec  tou| 
çela  cependant  ou  ne  peut  pas  dire  que  la 
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Tacine  quarrée  de  1 1 foit  indéterminée  par 
elle-même  & abfolument  ; il  fuit  feulement 
de  ce  que  nous  avons  rapporté  , que  cette 
racine , quoiqu’elle  ait  néceflairement  une 
grandeur  déterminée  , ne  fauroit  être  ex- 
primée par  des  fra&ions. 

Il8.  : ' . 

Il  eft  donc  une  efpece  de  nombres  qui 
ne  font  aucunement  aflignables  par  des 
fraftions , & qui  font  cependant  des  quan- 
tités déterminées  y la  racine  quarrée  de  1 2 
nous  en  a offert  un  exemple.  On  nomme 
cette  nouvelle  efpece  de  nombres , des 
nombres  irrationnels  ; ils  fe  préfentent  toutes 
les  fois  qu’on  cherche  lyt  racine  quarrée  d’un 
nombre  qui  n’eft.  pas  un  quarré.  C’eft  ainli 
que  i,  n’étant  pas.  un  quarré  partit , la  ra-; 
cine  quarrée  de  2 * ou  le  nombre  qui , mul- 
tiplié par  lui-même , produit  2 , eft  une 
quantité  irrationnelle.  On  nomme  aufli  cés 
nombres  des  quantités  fourdes  ou  des  in - 
comme  nfurables,  - 
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129. 

Ces  quantités  irrationnelles,  quoiqu’elles 
ne  puifTent  pas  s’exprimer  par  des  frayions, 
font  cependant  des  grandeurs  dont  on  peut 
ife  faire  une  idée  jufte.  Car  quelque  cachée 
que  nous  paroifle  , par  exemple , la  racine 
de  i z , nous  n’ignorons  pas  cependant  que 
c’eft  un  nombre  qui , multiplié  par  lui- 
même  , produit  exa&ement,  1 1 $ &*  cette 
propriété  eft  fulfifanre  pour  nous  donner 
une  idée  de  ce  nombre  , d’autant  qu’il  dé- 
pend de  no.us  d’approcher  de  plus  en  plus 
de  fa  valeur.  

130. 

Comme  on  eft  donc  fuffifamment  au  fait 
de  la  lignification  des  nômbîës  irrationnels 
dont  il  eft  queftion  , on  eft  convenu%d’uri 
certain  ligne , pour  indiquer  les  racines 
quarrées  des  nombres  qui  ne  font  pas  des 
quarrés  parfaits.  Ce  figne  a cette  figure 
& fe  prononce  en  effet  racine  qua'rrée.  Ainlî 
y/iz  lignifie  la  racine  quarrée  de  îz,  ou 

le 
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le  nombre  qui , multiplié  par  lui-même , 
fait  12.  De  même , y/i  indique  la  racine 
quarrée  de  1 , celle  de  3 ; y/  j , la 

racine  quarrée  de  j -,  & en  général  y/  a 
indique  la  racine  quarrée  du  nombre  a. 
Toutes  les  fois  donc  qu’on  voudra  indiquer 
la  racine  quarrée  d’un  nombre  qui  n’eft  pas 
un  quarré  , on  n’aura  qu’à  fe  fervir  de  la 
marque  y/  en  la  mettant  devant  ce  nombre. 

13  L 

L’explication  que  nous  avons  donnée 
des  nombres  irrationnels  , nous  met  auffi- 
tôt  fur  la  voie  pour  appliquer  à ces  nom- 
bres les  calculs  ufités.  Car  fachant , par 
exemple , que  la  racine  quarrée  de  2 , mul-k 
tipliée  par  elle-même  , doit  produire  2 ; 
nous  favons  aufli  que  la  multiplication  de 
y/ 1 par  y/ 1 doit  produire  ncceflairement 
2 ; que  de  même  celle  de  \/ 3 par  3 doit 
donner  3 ; que  y/ 5 par  y 5 fait  5 ; que 
y/  j par  y/  ~ fait  ~ ; & quç  généralement 
\/ a multiplié  par  y/ a produit  a. 

Tome  I.  G 
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I 3 2. 

Mais  quand  il  s’agit  de  multiplier  y/ a 
par  \/ b , le  produit  eft  y/ ah  ; parce  que 
nous  avons  montré  plus  haut  que  h un 
quarré  a des  faveurs , fa  racine  doit  être 
compofce  des  racines  de  ces  fafteurs.  C’eft 
pourquoi  l’on  trouve  la  racine  quarrée  du 
produit  al , laquelle  eft  \ ^ab,  en  multi- 
pliant la  racine  quarrée  de  a ou  \/ a , par 
la  racine  quarrée  de  b , ou  par  \'  b.  Il  eft 
clair  par-là  que  fi  b étoit  égal  à a , on  au- 
roit  y aa  pour  le  produit  de  \/ a par  y/7>. 
Or  y aa  eft  évidemment  a , parce  que  aa 
eft  le  quarré  de  a. 

I33- 

S’il  s’agit  de  la  divifion  , & qu’on  air 
y/a,  par  exemple,  à divifer  par  y/ b y on 
obtient  y ~ • & il  peut  arriver  ici  que  dans 
le  quotient  l’irrationalité  s ’évanouifle.  C’eft 
ainfi  qu’ayant  à divifer  y/ 1 8 par  y/ 8 , on 
obtient  le  quotient  y/  , lequel  fe  réduit  à 
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Vl  & par  conféquent  à \ , parce  que 
^eft  le  quarré  de|. 

134. 

Quand  le  nombre  devant  lequel  on  a 
mis  le  figue  radical  y/,  eft  lui-même  un 
quarré  , on  en  exprime  la  racine  de  la  ma- 
niéré accoutumée.  Ainli  y 4 eft  autant  que 
y/ 9 autant  que  3 , y 36  autant  que  6 9 
8:  y/  1 1 ^ autant  que  \ ou  3 On  voit  ' 
que  dans  ccs  cas  l’irrationalité  n’eft  qu’ap- 
parente , & quelle  difparoît  d’elle-même. 

Il  eft  facile  aufli  de  multiplier  nos  nom- 
bres irrationnels  par  les  nombres  ordinaires. 
Par  exemple  , 2 multiplié  par  y/ 5 fait 
? & 3 fois  y/ 2 fait  3 y 2.  Dans  ce 
fécond  exemple  cependant , comme  3 eft 
autant  que  V9,  , on  peut  exprimer  aufti  3 
fois  y/ 2 par  y/ 9 multipliant  y/ 2 , ou  par 
y/ 1 8.  De  même  2 y/a  eft  autant  que  y/ 4a, 
& 3 y/a  autant  que  y /9a.  Et  en  générai 

G 2 
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b y/ a a la  même  valeur  que  la  racine  quar- 
rée  de  bba  ou  y/ abb  ,•  d’où  l’on  inféré 
réciproquement,  que  quand  le  nombre  qui 
eft  précédé  du  ligne  radical  contient  un 
quarré,  on  peut  prendre  la  racine  de  ce 
quarré  & la  mettre  devant  le  ligne  , comme 
on  feroit  en  écrivant  b y/a  au  lieu  de  y/ bba. 
On  comprendra  aifément  d’après  cela  les 
rédu&ions  qui  fuivent  : 

* v'®  ou  y/ eft  autant  que  2 y/ 2 ; 

V 11  ou  * V 3 » 

y/i 8 ou  y/2.9 3V2» 

V 24  ou  y/ 6. 4 i/é; 

v/32  ou  y/2.16 4/2; 

,V75  ou  \/  3.15 5 V3  > 

' I36*, 

La  divilîon  eft  fondée  fur  les  mêmes 
principes,  y/ a divifé  par  y /b  t fait  ~b  ou 
y/-t.  Et  pareillement 

eft  autant  que  y/®  ou  y/ 4 ou  2 ; 

t/is  /18  / 

pr Vt  ou  V 9 ou  3 » 

— r /71  ou  y/  4 ou  2. 
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De  plus 

~ eft  autant  que  ou  y/  ~ ou  y/ 2 ; 

À g ou  \/  3-  ou  y/ 3 ; 

P* ou  Vt , ou  y/24 

ou  \/6- 4 , ou  enfin  1 y/é. 

*37* 

Il  n’y  a rien  à remarquer  de  particulier  à 
l’égard  de  l’addition  & de  la  foufira&ion, 
parce  qu’on  ne  fait  que  lier  les  nombres 
par  les  lignes  & — . Par  exemple , y/ 1 

ajouté  à y/3  s’écrit  y/2  -}-  y/3  ; & y/} 
fondrait  de  y/ j s’écrit  vA—  V3- 

.138. 

Enfin  nous  ferons  obferver  que  par  op- 
pofition  à ces  nombres  irrationnels , on 
nomme  les  autres  nombres , tant  entiers  que 
fra&ionnaires , des  nombres  rationnels. 

Ainfi  toutes  les  fois  qu’on  parle  de  nom- 
bres rationnels , on  entend  par-là  des  nom- 
bres entiers , ou  bien  aufli  des  fra&ions. 

G 3 
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CHAPITRE  XIII. 


Des  Q uantités  impojjibles  ou  imaginaires  , 
qui  dérivent  de  la  même  fource. 


X39- 

. i 

N o u s avons  déjà  vu  plus  haut  que  les 
quarrés  des  nombres , tant  pofitifs  que  né- 
gatifs , font  toujours  pofitifs  ou  affe&és  du 
ligne  -J-  ; ayant  fait  obferver  que  — a mul- 
tiplié par  — a fait  -j-  aa  , tout  comme  le 
produit  de  -j-  a par  -}-  a.  C’eft  pourquoi , 
dans  le  chapitre  précédent , nous  avons 
fuppofé  que  tous  les  nombres  dont  il  s’agif- 
foit  d’extraire  les  racines  quarrées , étoient 
pofitifs. 

140. 

Quand  il  arrive  donc  qu’il  foit  queflion 
d’extraire  la  racine  d’un  nombre  négatif, 
on  ne  peut  que  fe  trouver  fort  embarrafle , 
n’y  ayant  aucun  nombre  aiîignable  dont  le 
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quarré  foit  un  nombre  négatif.  Car  fuppo- 
fez , par  exemple , qu’on  voulût  extraire 
la  racine  de  — 4 , ce  feroit  demander  un 
nombre  tel  que,  multiplié  par  lui-même, 
il  donnât  — 4 \ or  ce  nombre  cherché  n’efl 
ni  -|~  2 ni  — 2 , parce  que  le  quarré , tant 
de  -J-  2 que  de  — 2 , eft  4 & non  pas 

— 4* 

. I4I- 

II  faut  donc  conclure  que  la  racine  quar- 
rée  d’un  nombre  négatif  ne  peut  être  ni 
un  nombre  pofitif,  ni  un  nombre  négatif, 
puifqu’aufli  les  quarrés  des  nombres  néga- 
tifs prennent  le  ligne  plus.  Par  conléquent 
il  faut  que  la  racine  en  queftion  appartienne 
à une  efpece  tout- à- fait  particulière  de 
nombres  ; puifqu’elle  ne  peut  être  comptée 
ni  parmi  les  nombres  pofitifs , ni  parmi  les 
nombres  négatifs. 

I42. 

Or  nous  avons  remarqué  plus  haut  que 
les  nombres  pofitifs  font  tous  plus  grands 

G 4 
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que  rien  ou  o , & que  les  nombres  négatifs 
font  tous  plus  petits  que  rien  ou  o ; de  façon 
que  tout  ce  qui  furpafle  o s’exprime  par 
des  nombres  pofîtifs , & que  tout  ce  qui 
eft  moindre  que  o , s’exprime  par  des  nom- 
bres négatifs.  Nous  voyons  donc  que  les 
racines  quarrées  de  nombres  négatifs  ne 
font  ni  plus  grandes  ni  plus  petites  que  rien. 
Cependant  on  ne  peut  pas  dire  quelles 
foient  o ; car  o multiplié  par  o fait  o , & 
par  conféquent  ne  donne  pas  un  nombre 
négatif. 

M3- 

Or  puifque  tous  les  nombres  qu’il  eft 
pofîïble  de  s’imaginer , font  ou  plus  grands 
ou  plus  petits  que  o , ou  font  o même , il 
eft  clair  qu’on  ne  peut  pas  même  compter 
la  racine  quarrée  d’un  nombre  négatif  parmi 
les  nombres  pofîibles , & il  faut  donc  dire 
que  c’eft  une  quantité  impoflible.  C’eft  de 
cette  façon  que  nous  fommes  conduits  à 
l’idée  de  nombres  qui  par  leur  nature  font 


Digitized  by  Google 


T 


Z>'  A L G E B R E.  10  J 

impoflibles.  On  nomme  ordinairement  ces 
nombres  des  quantités  imaginaires  , parce 
quelles  exiftent  purement  dans  l’imagi- 
nation. 

I44* 

Toutes  les  exprefïïons , comme  \/ — i , 
y/  — 2,  y/  — 3,  y/  — 4,  &c.  font  par 
conféquent  des  nombres  impoflibles  ou 
imaginaires,  puifqu’ils  indiquent  des  racines 
de  quantités  négatives.  Et  c’eft  de  pareils 
nombres  qu’on  ioutient  avec  rail'on  qu’ils 
ne  font  ni  rien  , ni  plus  que  rien , ni  moins 
que  rien  ; ce  qui  fait  principalement  qu’on 
eft  obligé  de  les  déclarer  impolfibles. 

i4  5- 

Avec  tout  cela  cependant  ces  nombres 
fe  préfèntent  à l’elprit , ils  ont  lieu  dans 
notre  imagination , & nous  ne  laifTons  pas 
d’en  avoir  une  idée  fuffifante  ; puifque  nous 
favons  que  par  j/ — 4 , par  exemple , on 
entend  un  nombre  qui , multiplié  par  lui- 
même  , fait  — 4.  C’eft  aufli  pourquoi  rien 
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ne  nous  empêche  d’appliquer  le  calcul  à 
ces  nombres  imaginaires , &:  de  les  em- 
ployer. 

146. 

Notre  première  notion  dans  la  matière 
que  nous  traitons,  eft  que  le  quarrc  de 
y/  — 3 , par  exemple  , ou  le  produit  de 
y/ — 3 par  %/■  — 3 , eft  — 3 ; que  celui 
de  y/  — 1 par  y/ — 1 , fait  — 1 ; & en  gé- 
néral , qu’en  multipliant  y/  — a par  \/ — a , 
ou  en  prenant  le  quarré  de  y/ — a , on 
obtient  — a. 

M7- 

Maintenant,  comme  — ■ a lignifie  autant 
que  4~a  multiplié  par  — « » & que  la  ra- 
cine quarrée  d’un  produit  fe  trouve  en  mul- 
tipliant enfemble  les  racines  des  faéteurs, 
il  s’enfuit  que  la  racine  de  a multipliée  par 
— 1 , ou  y/  — a , eft  autant  que  y/ a mul- 
tipliée par  y/ — 1.  Or  y/a  eft  un  nombre 
poftible  ou  réel , par  conféquent  ce  qu’il 
y a d’impoflible  dans  une  quantité  imagi- 
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nairé , peut  toujours  fe  réduire  à 
Par  cette  raifon  donc  , y/" — 4 eft  autant 
que  y/ 4 multipliée  par  1 » & autant 
que  2 V/-.,  à caufe  de  y/ 4 égal  à 2. 
Par  la  même  raifon  y — 9 fc  réduit  à 
V / 9.\/ — 1 , ou  à } y — 1 j & — 16 

lignifie  4 — 1. 

148. 

De  plus  , comme  y/ a multipliée  par 
\/ b fait  \/ ab , l’on  aura  y/  6 pour  la  va- 
leur de  y — 2 multipliée  par  \/ — 3 ; & 
\/ 4 ou  2 , pour  la  valeur  du  produit  de 
y/ — 1 par  y — 4.  On  voit  donc  que  deux 
nombres  imaginaires  , multipliés  l’un  par 
l’autre , en  produifent  un  réel  ou  po/fible. 

Mais  au  contraire  un  nombre  poflible,’ 
multiplié  par  un  nombre  impofiible , donné 
toujours  de  l’imaginaire  : y — 3 par  \/ -{-ç 
fait  \/  — 1 j. 

M9-  : . .. 

Il  en  eft  de  même  à l’égard  de  la  divi- 
fion  j car  y/ a divifé  par  \/ b faifant  \/j  t 
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il  eft  clair  que  \J  — 4 divifé  par  \/  — 1 
fera  y/+  4 ou  1 ; que  y/+3  divifé  par 
\/  — 3 fera  \/ — « ; & que  1 divifé  par 
\/  — 1 me  donne  y ~ ou  \/  — 1 $ parce 
que  1 elt  autant  que  \/ — |—  1 . 


I 50. 

Nous  avons  obfervé  plus  haut  que  la 
racine  quarrée  d’un  nombre  quelconque  a 
toujours  deux  valeurs  , l’une  pofitive  & 
l’autre  négative  ; que  y 4 , par  exemple , 
eft  également  -f-  1 & — 2 , & qu’en  géné- 
ral on  peut  adopter  — \J a comme  + y/a 
pour  la  racine  quarrée  de  a.  Cette  remarque 
a lieu  auffi , quand  il  s’agit  de  nombres 
imaginaires  : la  racine  quarrée  de  — a eft 
également  -f~V^  — a & — yj  — a ; mais 
il  faut  fe  garder  de  confondre  les  lignes 
-{-  & — qui  font  devant  le  ligne  radical  \/, 
& le  ligne  qui  ne  vient  qu’après  cette 
marque  y. 


* 
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Il  nous  relie  enfin  à lever  le  cloute  qu’on 
pcfurroit  avoir  fur  l’utilité  des  nombres  dont 
nous  venons  de  parler  ; car  en  effet  ces 
nombres  étant  impoffibles  , il  ne  feroit  pas 
étonnant  qu’on  les  crût  tout-à-fait  inutiles 
& l’objet  feulement  d’une  vaine  fpécula- 
tion.  On  fe  tromperoit  cependant  ; le  calcul 
des  imaginaire^  eft  de  la  plus  grande  im- 
portance ; fouvent  il  fe  préfente  des  quef- 
tions , defquelles  on  ne  fauroit  dire  fur  le 
champ  fi  elles  renferment  quelque  choie  de 
réel  & de.poflible  ou  non.  Or  quand  la  fo- 
lution  d’une  pareille  queftion  nous  conduit 
à des  nombres  imaginaires , nous  fommes 
certains  que  ce  qu’on  demande  eft  im- 
poflible. 

Afin  d’éclaircir  ce  que  nous  venons  de 
dire  par  un  exemple  , fuppofons  qu'on 
propofe  la  queftion  : de  divilêr  le  nombre 
ii  en  deux  parties,  telles  que  le  produit 
de  ces  parties  faffe  40.  Si  l’on  réfout  cette 
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queftion  par  les  réglés  ordinaires,  on  trouve 
pour  les  parties  cherchées  6 + \/~ 4 & 
«-V-  4 j mais  ces  nombres  font  ima- 
ginaires : on  conclut  donc  par  cela  même 
qu’il  eft  impoflible  de  réfoudre  la  queftion. 

On  faifira  facilement  la  différence  , en 
fuppoftmt  que  la  queftion  eût  été  dedivifer 
1 2 en  deux  parties  qui , multipliées  en- 
fèmble  , fiffent  355  car  il  eft  évident  que 
ces  parties  feroient  7 & 5. 


CHAPITRE  XIV. 


Des  Nombres  Cubiques. 


1 52- 

u a N d un  nombre  a été  multiplié  trois 
Fois  par  lui  - même  , ou,  ce  qui  revient 
au  même  , que  le  quarré  d’un  nombre  a 
été  multiplié  encore  une  fois  par  ce  nom- 
bre , on  a un  produit  qui  fe  nomme  un 
cube  ou  un  nombre  cubique.  C’eft  ainli 
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que  le  cube  de  a eft  aaa  , vu  que  c’cft  ce 
qu’on  obtient  en  multipliant  a par  foi- 
même  , ou  par  a , & enfuite  ce  quarré  aa 
encore  par  a. 

On  voit  par-là  que  les  cubes  des  nom- 
bres naturels  doivent  fe  fuivre  dans  l’ordre 
que  voici  (*): 

Nombres|  i|i|3|4lî|6|7|8|9|IO 
Cubes  | i | 8 |27|6-4|ia5|zi6|343l5ia|7î9|iooc 


1 5 3* 

Si  nous  confidérons  les  différences  de  ces 
nombres  cubiques  , comme  nous  l’avons 
fait  pour  les  quarrés , en  fouftrayant  chaque 
cube  de  celui  qui  le  fuit , nous  obtenons  la 
fuite  de  nombres  que  voici  : 

7, >9» 37»  6|  » 9*  > I27,  169, 117 ,*7> i 
nous  ne  remarquons  d’abord  aucune  régu- 

(*)  On  doit  à un  Mathématicien  , nommé  J.  Paul 
Buchner , des  tables  publiées  à Nuremberg  en  1701  , dans 
lefquelles  on  trouve  tant  les  quarrcS  que  les  cubes  de 
tou»  les  nombres  depuis  I jufqu’à  12009. 
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larité  dans  cette  fuite  ; mais  fi  nous  prenons 
les  différences  de  ces  nombres , nous  voyons 
fe  former  la  férié  fuivante  : 

il,  18,  14  , 30, 36,  41,  48,54; 
dans  laquelle  les  termes  augmentent  tou- 
jours évidemment  de  6. 

1 5 4- 

Après  la  définition  que  nous  avons  donnée 
du  cube  , il  ne  fera  pas  difficile  de  trouver 
les  cubes  des  nombres  fra&ionnaires  : on 
verra  que  ^ eft  le  cube  de  £ ; qy'r7eft 
le  cube  de  , & que  ^ eft  celui  de  j.  En 
effet  on  n’a  qu’à  prendre  féparément  le  cube 
du  numérateur  & celui  du  dénominateur  , 
on  aura  ^ pour  le  cube  de  la  fraftion 

155- 

Si  c’eft  d’un  nombre  mixte  qu’il  s’agit 
de  trouver  le  cube , il  faut  d’abord  le  ré- 
duire en  une  feule  fraélion , & procéder 
enfuite  comme  il  a été  dit.  Pour  trouver , ' 
par  exemple , le  cube  de  1 \ , il  faut  prendre 

celui 
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celui  de  ~ , qui  eft  y , ou  3 & De  même 
le  cube  de  1 ^ , ou  de  la  fra&ion  feule  - , 
eft  tp-  ou  1 & p , & le  cube  de  3 - ou 

;;; ' . . .156. 

Puifque  «a a eft  le  cube  de  a,  celui  du 
nombre  a b fera  aaabbbi  d’où  l’on  voit 
que  fi  un  nombre  a deux  ou  plufieurs  fac- 
teurs , on  peut  trouver  fon  cube  en  mul- 
tipliant enfemble  les  cubes  de  ces  faéleurs. 
Par  exemple , comme  1 2 eft  autant  que 
3.4 , on  multiplie  le  cube  de  3 , qui  eft  27 , 
par  le  cube  de  4 , qui  eft  64 , & on  obtient 
1728 , cube  de  12.  On  voit  de  plus  que 
le  cube  de  i a eft  8 a aa , & par  confisquent 
8 fois  plus  grand  que  le  cube  de  a ,•  & de 
même,  que  le  cube  de  3c  eft  27  aaa , 
c’eft-à-dire  qu’il  eft  27  fois  plus  grand  que 
le  cube  de  a. 

1 5 7« 

Faifons  attention  aufli  aux  lignes  -}-  Sc 
■ — . Il  eft  clair  d’abord  que  le  cube  d’un 
Tome  I.  H 
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nombre  pofitif -\-a  ne  peut  qu’être  pofitifde 
même,  c’eft-à-dire  -| -aaa.  Mais  s’il  s’agit 
de  prendre  le  cube  d’un  nombre  négatif 
— a , on  verra  qu’en  prenant  d’abord  le 
quarré , lequel  eft  ~\-aa , & multipliant  en- 
fuite  , félon  la  réglé , ce  quarré  par  — a , 
le  cube  cherché  devient' — aaa.  11  n’en  eft 
donc  pas , à cet  égard  , des  nombres  cu- 
biques comme  des  nombres  quarrés , puis- 
que ceux-ci  fe  trouvent  toujours  pofitifs. 
Le  cube  de  — i eft  — i , celui  de  — i 
eft  — 8 , celui  de  — 3 eft  — 17  , & ainft 
de  fuite.  ; -’: 


CHAPITRE  XV. 

Des  Racines  cubiques  & des  Nombres  irra- 
tionnels qui  en  dérivent. 

158.  • ! 

D. 

e meme  qu  on  peut , comme  on  a vu , 
trouver  le  cube  d’un  nombre  donné  , on 
peut  réciproquement  aufli , étant  donné  un 
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nombre  quelconque  , trouver  le  nombre 
qui,  multiplié  trois  fois  par  lui-même, 
produit  le  nombre  propofé.  Ce  nombre 
cherché  s’appelle  relativement  à l’autre , 
la  racine  cubique.  Ainfi  la  racine  cubique 
d’un  nombre  donné  eft  le  nombre  dont  le 
cube  eft  égal  à ce  nombre  donné.^ 

159. 

Il  eft  donc  facile  de  déterminer  la  racine 
cubique , quand  le  nombre  propofé  eft 
réellement  un  cube  , comme  nous  en  avons 
vu  des  exemples  dans  le  chapitre  précédent. 
On  fent  bien  que  la  racine  cubique  de  1 
eft  1 ; que  celle  de  H eft  2 i que  celle  de 
27  eft  3 ; que  celle  de  64  eft  4*  & ainfi 
de  fuite.  Et  pareillement,  que  la  racinç 
cubique  de  — 27  eft  — 3 } & que  celle 
de — • 125  eft  — 5.  j 

De  plus , que  fi  le  nombre  propofé  eft 
rompu , comme  ^ , la  racine  cubique  en 
doit  être  - ; & que  celle  de  — eft  Enfin , 
que  la  racine  cubique  d’un  nombre  mixte 

H a 
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i ^ doit  être  j ou  i j ; parce  que  î ^ eft 
autant  que 

160. 

Mais  fi  le  nombre  propofé  n’eft  pas  réel- 
lement un  cube , fa  racine  cubique  ne 
pourra  pas  non  plus  s’exprimer  ni  en  nom- 
bres entiers , ni  en  nombres  fra&ionnaires. 
Par  exemple  , 43  n’eft  pas  un  nombre 
cubique  ; je  dis  donc  qu’il  eft  impoflible 
d’afligner  un  nombre , foit  entier  foit  frac- 
tionnaire , dont  le  cube  fafte  exa&ement  43. 
Ce  qu’on  peut  aflurer  cependant , c’eft  que 
la  racine  cubique  de  ce  nombre  eft  plus 
grande  que  3 , vu  que  le  cube  de  3 ne  fait 
que  27  , & que  cette  racine  eft  plus  petite 
que  4 , parce  que  le  cube  de  4 eft  64.  Nous 
favons  donc  que  la  racine  cubique  cher- 
chée eft  néceffairement  contenue  entre  les 
nombres  3 & 4. 

161. 

r Si  l’on  veut  donc  , puifque  la  racine  cu- 
bique de  43  furpaffe  3 , ajouter  à 3 une 
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fra&ion  ; il  eft  sûr  qu’on  pourra  de  plus  en 
plus  approcher  de  la  vraie  valeur  de  cette 
racine  j mais  on  ne  pourra  cependant  ja- 
mais indiquer  de  nombre  qui  exprime 
exa&ement  cette  valeur  ; parce  que  le  cube 
d’un  nombre  mixte  ne  peut  jamais  être 
parfaitement  égal  à un  nombre  entier , tel 
qu’eft  43.  Si  l’on  fuppofoit , par  exemple, 
que  3 ou  l fût  la  racine  cubique  cherchée 
de  43  , on  fe  tromperoit  de  i ; car  le  cube 
de  ~ ne  fait  que  ou  42 

162. 

Il  eft  donc  clair  par-là  que  la  racine  cu- 
bique de  43  ne  peut  en  aucune  maniéré 
s’exprimer  foit  par  des  nombres  entiers  , 
foit  par  des  ffa&ions.  Cependant  on  a une 
idée  diftin&e  de  la  grandeur  de  cette  ra- 
cine ; cela  engage  à fe  fervir , pour  l’in- 
diquer , du  ligne  , qu’on  met  devant  le 
nombre  propofé , & qu’on  prononce  racine 
cubique  , afin  de  la  diftinguer  de  la  racine 
quarrée , laquelle  on  ne  fait  fouvent  que 

Hj 
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nommer  fimplement  racine.  Ainfi  y/ 4$ 
fignifie  la  racine  cubique  de  43 , c’eft-à-dire , 
le  nombre  dont  le  cube  eft  4)  , ou  qui, 
multiplié  trois  fois  par  lui-même , fait  43. 

163.  . •_/ 

Il  eft  donc  clair  aufti  que  de  telles  ex- 
preffions  ne  peuvent  appartenir  aux  quan- 
tités rationnelles , & qu’elles  conftituent 
plutôt  une  efpece  particulière  de  quantités 
irrationnelles^  Elles  n’ont  même  rien,  de 
commun  avec  les  racines  quarrées , & il 
n’eft  pas  poflible  d’exprimer  une  telle  racine 
cubique  par  une  racine  quarrée , comme 
par  exemple  par  \/u  ; car  le  quarré 
de  yj  1 2 étant  1 x , fon  cube  fera  1 ry/ 12, 
par  conféquent  encore  irrationnel  & tel 
qu’il  ne  peut  être  égal  à 43. 

Que  fi  le  nombre  propofé  eft  un  cube 
réel , nos  expreflions  deviennent  ration- 
nelles : y/  \ eft  autant  que  1 } \/i  eft  autant 
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que  î î y/ 27  autant  que  3 $ & en  général 
\/aaa  autant  que  a. 

165. 

S’il  étoit  queftion  de  multiplier  une  ra- 
cine cubique  comme  yj a par  une  autre 

comme  \/ b , le  produit  doit  être  \/ab  ; 
car  nous  favons  que  la  racine  cubique  d’un 
produit  a b fe  trouve  en  multipliant  en- 
lèmble  les  racines  cubiques  des  fa&eurs.  Oit 
voit  par  cela  même  que  s’il  s’agifloit  de  la 

divifion  de  y/a  par  yA , le  quotient  feroit 

& 

166. 

, On  comprend  aulîi  que  i/aell  autant 

que  parce  que  2 équivaut  à y/8  f 

que  3 y /a  ell  autant  que  y/  27  a y & b y/ a 

autant  que  y / ab  b b.  Ainfi  réciproquement,' 
fi  le  nombre  qui  fuit  le  ligne  radical  a un 
fa&eur  qui  foit  un  cube , on  peut  le  faire 

H 4 
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difparoître  en  en  mettant  la  racine  cubique 
devant  le  ligne.  Par  exemple  , au  lieu  de 

y/ 64a  on  peut  écrire  4 Va>  & W a au 
lieu  de  \/ nja.  Il  fuit  de  là  que  y/ 16  eft 

autant  que  zy/  z , parce  que  16  eft  au- 
tant que  8.1.  ; 

. ■ ; 16 7 . 

Quand  un  nombre  propofé  eft  négatif, 
fa  racine  cubique  n’eft  pas  fujette  aux  diffi- 
cultés que  nous  avons  rencontrées  en  trai- 
tant des  racines  quarrées.  Car  puifque  les 
cubes  de  nombres  négatifs  font  négatifs , de 
même  il  s’enfuit  qu’auffi  les  racines  cubiques 
de  nombres  négatifs  font  Amplement  néga- 
tives. Ainfi  y/ — 8 lignifie  — z ,&  y/ — Z7, 
eft  autant  que  — 3*  Il  s’enfuit  aulfi  que 
\/ — 1 z eft  la  même  chofe  que  — y/ 1 z , 

& que  y/—  a peut  s’exprimer  par  — Jm. 
D’où  l’on  voit  que  le  ligne  — , s’il  fe  trouve 
dejriere  le  ligne  de  la  racine  cubique , au- 


Digitized  by  Google 


D*  A L G E B R E.  , Illî 

roit  aufli  pu  fe  mettre  devant  ce  figne.  Nous 
ne  Tommes  donc  pas  conduits  ici  à des  nom- 
bres impoflibles  ou  imaginaires , comme 
cela  nous  eft  arrivé  en  confidérant  les  ra- 
cines quarrées  des  nombres  négatifs. 

, CHAPITRE  XVI. 

Des  Pvijfances  en  général. 

JL  E produit  qu’on  obtient  en  multipliant 
un  nombre  plufieurs  fois  par  lui- même  , fe 
nomme  une  puijfance.  Ainfi  un  quarré  qui 
provient  de  la  multiplication,  d’un  nombre 
par  lui-même , & un  cube  qu’on  obtient  en 
multipliant  un  nombre  trois  fois  par  lui- 
même  , font  des  puiflances.  On  dit  au/fi 
dans  le  premier  cas , que  le  nombre  eft 
élevé  au  fécond  degré,  ou  à la  fécondé, 
puiflance  ; & dans  l’autre  cas',  que  le  nom- 
bre eft  élevé  au  troifteme  degré  ou  à la 
troifieme  puiflance. 
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1 69. 

C’eft  qu’on  diftingue  ces  puiflances  l’une 
de  l’autre  par  le  nombre  de  fois  que  le 
nombre  propofé  a été  multiplié  par  lui- 
même.  Par  exemple  , un  quarré  fe  nomme 
la  féconde  puiflance  , parce  qu’un  certain 
nombre  donné  a été  multiplié  deux  fois  par 
lui-même  ; fi  un  nombre  a été  multiplié 
trois  fois  par  lui-même , on  nomme  le  pro- 
duit la  troifieme  puiflance , laquelle  fignifie 
donc  la  même  chofe  qu’un  cube.  Multipliez 
un  nombre  quatre  fois  par  lui-même , vous 
aurez  fa  quatrième  puiflance , ou  bien  ce 
qu’on  nomme  communément  le  quarré- 
quarré  ou  le  bi-quarré  : & il  n’eft  pas  dif- 
ficile à préfent  de  comprendre  ce  qu’on 
entend  par  la  cinquième  , fixieme  , fep- 
tieme , &c.  puiflance  d’un  nombre.  J’ajoute 
feulement  que  ces  puiflances  ceflient  après 
le  quatrième  degré  d’avoir  d’autres  noms 
particuliers. 
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170.  . 

; Pour  éclaircir  tout  cela  encore  mieux* 
nous  remarquerons  d’abord  que  les  puif- 
fances  de  1 relient  conftamment  les  mêmes  $. 
parce  que , quelque  nombre  de  fois  qu’on 
multiplie  ce  nombre  1 par  lui-même , le 
produit  fe  trouve  toujours  être  1.  Nous 
commencerons  donc  ici  par  indiquer  les 
puiflances  de  1 & de  3 2 Voici  l’ordre  quelles 
fuivent  : 


Puijfances. 

du  Nombre  2 , 

du  Nombre.  3. 

1 

IL 

4 

9 

III. 

8 

l7 

IV. 

" 16 

81 

...  v. 

31 

143 

VI. 

64 

719 

VIL 

128 

1187 

VIII. 

• 15  6 

6361 

. IX. 

V1 

19683 

X. 

1014 

' I9°49 

XI. 

1048 

*77*47 

XII. 

4096 

33*44* 

XIII. 

8191, 

1394323 

XIV. 

16384 

4781969 

XV. 

32768 

14348907 

XVI. 

e 65336 

4304671* 

XVII. 

131071 

119140163 

XVIII. 

261144 

387410489 
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Mais  ce  font  fur-tout  les  puiflances  du 
«ombre  10  qui  font  remarquables  ; car  fur 
c-es  puiflances  fe  fonde  toute  notre  Arith- 
métique. En  voici  quelques-unes  rangées 
par  ordre , en  commençant  par  la  première 
puiflfance  : 

; I.  II.  III.  • IV.  V.  VL 

io»  ioo  » iooo,  10000 , 100000  » 1*00000  , Stc. 


i7ï. 


Sil  ’on  veut  maintenant  envifager  la'chofe 
d’une  maniéré  plus  générale , on.  verra  que 
les  puiflances  d’un  nombre  quelconque  a 
fe  fuivent  dans  cet  ordre:  j 

I.  II.  III.  IV..  V.  j VL 

a,  a*,  aaa,  aata , aaaaa,  aaaaaa,  6>c. 

Mais  on  ne  tardera  pas  à sappercevoir 
de  ! l’inconvénient  qui  accompagne  cette 
façon  d’écrire  les  puiflances , & qui  con- 
fiée en  ce  qu’il  faudroit  pour  exprimer  de 
grandes  puiflances  , écrire  la  même  lettre 
très-fouvent  j le  Lefteur  même  n’auroit 
pas  moins  de  peine , s’il  étoit  obligé  de 

compter  toutes  ces  lettres  pour  favoir 

. - * ) 

: ; I : ■ : ' 
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quelle  puiflance  on  a voulu  indiquer.  La 
centième  puiflance  , par  exemple  , ne 
s’écriroit  pas  commodément  de  cette  fa- 
çon-là , & il  feroit  encore  plus  difficile  de 
la  reconnoître. 

Ï72* 

Afin  d’éviter  cet  inconvénient , on  a ima- 
giné une  façon  bien  plus  commode  d’ex- 
primer de  telles  puiflances , & qui  mérite , 
à caufedefon  ufage  étendu,  d’être  expliquée 
foigneufèment  : favoir , pour  exprimer , par 
exemple  , la  centième  puiflance  , on  écrit 
Amplement  le  nombre  i oo  au-deflus  de  celui 
dont  on  veut  exprimer  la  centième  puif- 
lance , & un  peu  vers  la  droite  : ainfi  a'°°f 
cpii  fignifie  a élevé  à i oo , indique  la  cen- 
tième puiflance  de  • a.  11  ne  faut  pas  ou- 
blier qu’on  donne  le  nom  d'ex pofani  au 
nombre  écrit  au-deflus  de  celui  dont  il  in- 
dique la  puiflance  ou  le  degré  , & qui  eft 
? oo  dans  le  cas  que  nous  avons  fuppofé. 


I 

i 
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*73- 

De  cette  maniéré  a1  fignifie  donc  a élevé 
è i , ou  la  fécondé  puiflance  de  a , laquelle 
cependant  on  indique  aufli  quelquefois  par 
aa,  parce  que  l’une  & l’autre  expreflion 
s’écrit  & fe  comprend  avec  la  même  faci- 
lité. Mais  déjà  pour  exprimer  le  cube  ou 
la  troifieme  puiflance  aaa , on  écrit  a’  con- 
formément à la  nouvelle  réglé , afin  de 
gagner  de  la  place.  De  même  a*  fignifie 
la  quatrième  , a ' la  cinquième  , a6  la 
fixieme  puiflance  de  a.  , 

I74- 

En  un  mot  toutes  les  puiflances  de  a fe 
repréfenteront  par  ' ; 

a,  a , à1 , a*  f a}  , a.  , a , a , a’ , a &C. 
d’où  l’on  voit  que , fuivant  cette  maniéré , 
on  auroit  très-bien  pu  écrire  a1  au  lieu  de  a. 
pour  le  premier  membre  de  la  férié , afin 
d’en  mieux  faire  appercevoir  l’ordre.  En 
effet  a'  n’eft:  autre  chofe  que  a , vu  que 
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cette  unité  indique  que  la  lettre  a ne  doit 
s’écrire  qu’une  fois.  Une  pareille  fuite  de 
puiflances  fe  nomme  aufïï  une  progreflion 
géométrique  , parce  que  chaque  terme  efl 
d’un  nombre  de  fois  plus  grand  que.  le 
précédent. 

r ' 175-  • ; 

Comme  dans  cette  même  fuite  de  puifi 
fances  chaque  terme  fe  trouve  en  multi- 
pliant par  a celui  qui  le  précédé  , ce  qui 
augmente  l’expofant  de  1 } on  peut  aufïï, 
au  moyen  d’un  terme  donné  , trouver  celui 
qui  le  précédé , en  divifant  par  a , parce 
que  c*eft  diminuer  l’expofant  d’une  unité. 
Cela  nous  apprend  que  le  terme  qui  précédé 
le  premier  terme  a',  doit  être  néceflai- 
rement  \ ou  1 ; or  fi  l’on  fe  réglé  fiir  les 
expofans , on  conclura  fans  peine  que  ce 
terme  qui  précédé  le  premier , doit  être  a. 
■On  peut  donc  déduire  de  là  la  propriété 
temarquable , que  a°  efl  conftamment  égal 
ài  t quelque  valeur  grande  ou  petite  qu’ait 


î2g  Elément 

le  nombre  a ; & même  quand  a n eft  rien  9 

c’eft-à-dire  que  même  o”  fait  i. 

176. 

Nous  pouvons  continuer  encore  notre 
fuite  de  puiflances  en  rétrogradant , & 
même  de  deux  maniérés  différentes  : l’une  en 
divifànt  toujours  par  a ,•  l’autre  en  diminuant 
l’expofant  d’une  unité.  Et  nous  ne  pouvons 
douter  que  , fuivant  l’une  ou  l autre  façon , 
les  termes  ne  foient  parfaitement  égaux. 
Nous  allons  préfenter  cette  férié  rétrogradé 
fous  l’une  & l’autre  forme , en  avertiflant 
que  c’eft  aufli  à rebours , c’qft-à-dire , en 
allant  de  la  droite  vers  la  gauche , que  l’on 
doit  la  lire. 


1 

1 

f 

1 

1 

I 

1 

a 

aaaaaa 

aaaaa 

aaaa 

aaa 

aa 

a 

L* 

N 

1 

I 

1 

1 

1 

1 

a6 

a' 

a4 

a’ 

a1 

1 

a 

IL* 

a~6 

a-’ 

a- 4 

a"1 

a"5 

cT' 

a° 

1 

a 

177. 


Digitized  by  Google 


D*  A L « £ B R Ëi  llp‘ 
177 • 

Nous  voici  parvenus  à connoître  des 
puiffances  dont  les  expofans  font  négatifs , 
& à pouvoir  afligner  exaétement  les  va* 
leurs  de  ces  puiffances.  Nous  mettrons  fous 
les  yeux  ce  que  nous  avons  trouvé  , de  la 
façon  qui  fuit  : d’abord 

a°i  eft  autant  que  1 j enfuite 


& ainfi  de  fuite* 


: 178.  . ' 

Il  eft  clair  auflï  par  ce  qui  a précédé  1 
comment  oi%  doit  trouver 1 les  puiffances 
d’un  produit  a b.  Elles  feront  évidemment 
ûb  ou  a'  b' , a*éa,  a' b\  a*  b* , a’é’,  &c. 
Et  on  trouvera  de  même  les  puiffances  des 
fraéfionsj  par  exemple,  celles  de  \ font 


a'  a * a}  a 4 a'  a6 

- — » — > — * — > — j 

i'  b * b 1 b'  b'  b 4 


a7 

— » &C. 

b7 


Tome  I, 


I 
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Enfin  nous  avons  à confiderer  auffi  les 
puilïances  des  nombres  négatifs.  Or  fup- 
pofons  donné  le  nombre  — a ^ fies  puiffan- 
ces  le  luivront  dans  l’ordre  que  -voici  : 

— a,-j-ua, — a' , '-j-a4, — ra!>-|-a6>  &Ci 
On  "voit  doue  qu’il  n’y  a.  que  lés  puif- 
fiances  dont  les  éxpofims  font  des  nombres 
impairs,  qui  deviennent  négatives.,  & qu’au 
contraire  toutes  les  puilïances  qui  ont  un 
nombre  pair  pour  expofiant , font  polîtives. 
En  effet , les  puiffances  troifieme  , cin- 
quième , fieptieme , neuyielne  , &c.  ont 
toutes  le  ligne  — $ & les  puiffances  fie- 
conde , quatrième,  fixieme , huitième , &c. 
font  affeéiées  du  ligne  rj-.r,  i(  » , 

• « -,  - > • * 
r?  • •«»  . * * ‘ ’J . t * ' 


l 
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CHAPITRE  XVII* 


Du  calcul  des  Puijfances. 

» 

•'  ' S 

i8o* 

;N  o u S Savons  rien  à obfervcr  de  par- 
ticulier par  rapport  à l’addition  & à la  fouf- 
tra&ion  , des  puiflances  ; car  on  ne  fait 
qu’indiquer  ces  opérations  moyennant  les 
lignes  -|r-&  — , quand  les  puiflances  font 
différentes  entr’elles.  Par  exemple  , a ' -{-  a* 
. efl:  la  fomme  de  la  fécondé  & de  la  troi- 
, fieme  puiflance  de  a ; & a’  — a*  efl  ce  qui 
- refte  en  foüftrayant  la  quatrième  puiflance 
de  a de  la  cinquième  ; & l’on  ne  peut  indi- 
quer plus  brièvement  ni  l’pn  ni  l’autre  ré- 
fultat.  Que  s’il  s’agit  de  puiflances  de  la 
même  efpece  ou  du  même  degré  , il  efl: 
clair  qu’il  n’eft  pas  néceflairc  de  les  lier  par 
des  Agnes  : a’ -J- a’ fait  2a3,  tkc. 

I * 


Digitized  by  Google 


I 


E L é M E N S 

1 8 1. 

Mais  la  multiplication  des  puiffances 
exige  qu’on  fafle  attention  à différentes 
chofes. 

D’abord  quand  il  s’agit  de  multiplier 
par  a une  puiflance  quelconque  de  a , on 
obtient  la  puiflance  fuivante , c’eft-à-dire , 
celle  dont  1 expofant  eft  d’une  unité  plus 
grand.  Ainfi  a\  multiplié  par  a , fait  a’; 
& a ’ , multiplié  par  a , fait  a*.  Et  de  même , 
quand  il  s’agit  de  multiplier  par  a les  puif- 
fances  de  ce  nombre  qui  ont  des  expofans 
négatifs , on  ne  fait  qu’ajouter  i à l'expo- 
fant.  Ainfi  a~\  multiplié  par  a produit  a°  ou 
i ; ce  qui  eft  d’autant  plus  évident , que 
a.—'  eft  égal  à j , & que  le  produit  de  a 
par  ~ étant  \ , il  eft  par  conféquent  égal  à i. 
Par  des  raifons  femblables  a~ * , multiplié 
par  a,  fait  a"'ou  & a~'%  multiplié 
par  a , donne  a-9 , & ainfi  de  fuite. 
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182. 

Enfuite , s’il  eft  queftion  de  multiplier 
une  puiflance  de  a par  a a ou  par  la 
deuxieme  puiflance , je  dis  que  l’expofant 
devient  plus  grand  de  2.  Ainfl  le  produit 
de  a1  par  a 1 eft  a4;  celui  de  a1  par  a 1 eft  a’  ; 
celui  de  a4  par  a1  eft  a6  ; & plus  géné- 
ralement encore  , a”  multiplié  par  a*  fait 
a"*2.  Pour  ce  qui  eft  des  expofans  néga- 
tifs , on  aura  a'  ou  a pour  le  produit  de  a~ ' 
para1;  car  ar~ 1 étant  égal  à c’eft  comme 
fl  l’on  avoit  à ditvifer  a a par  a ; par  confé- 
quent  le  produit  cherché  eft  ^ ou  a.  De 
même  a~* , multiplié  par  a1 , fait  aa  ou  1 ; 
& a- J,  multiplié  par  a1,  fait  a-'. 

183, 

Il  n’eft  pas  moins  évident  qiie , pour 
multiplier  une  puiflance  quelconque  de  a 
par  a’ , il  faut  en  augmenter  l’expofant  de 
trois  unités  ; & que  par  conféquent  le  pro- 
duit de  a"  par  a1  eft  Et  toutes  les  fois 

1 j 
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donc  qu’il  s’agit  de  multiplier  enfemble 
deux  puiflances  de  a , on  voit  que  le  pro-> 
duit  fera  de  même  une  puiflance  de  a , & 
tel  que  fon  expofant  fera  la  fomme  de  ceux 
des  deux  puiflances  données.  Par  exemple, 
a 4 multiplié  par  a'  fera  a9,  & a”  multiplié 
par  à7  fera  a'*,  &c. 

184. 

En  partant  de  là  on  peut  déterminer 
allez  facilement  des  puiflances  très-élevées. 
Pour  trouver  , par  exemple  , la  vingt- 
quatrieme  puiflance  de  2 , je  multiplie  la 
douzième  puiflance  par  la  douzième  puif- 
fance,  parce  que  2 34  efl:  autant  que  2”  mul- 
tiplié par  i'\  Or  nous  avons  vu  plus  haut 
que  211  fait  4096  -,  je  dis  donc  que  c’ell  le 
nombre  16777216,  ouïe  produit  de  4096 
par  4096  , qui  exprime  la  puiflance  cher- 
chée 21*. 

185. 

Paflons  à la  diviflon.  Nous  remarque- 
rons en  premier  lieu , que  pour  divüèr  une 


1 
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puîflance  de  a par  a , il  faut  fouftraire  t 
de  l’expofant , ou  le  diminuer  de  l’unité. 
Ainft  a' , divifé  par  a , fait  ü ou  i , 
divifé  par  a , eft  autant  que  a~'  ou  j j a~r. \ 
divifé  par  a , fait  a~Â. 

18  6. 

Si  c’eft  par  d 1 qu’il  faut  divifér  une  puif- 
fance  donnée  de  a , il  faudra  diminuer 
Texpofant  de  2 ; S : fi  c’eft  par  a 5 , il  faut 
fouftraire  trois  unités  de  l’expofant  de  la 
puiffance  propofée.  Ainfi  en  général , quel- 
que puiffance  de  a.  que  ce  foit  qu’il  s’agiffe 
de  divifer  par  une  autre  puiffance  quel- 
conque de  a , la  réglé  eft  toujours  de  fouf- 
traire  l’expofant  de  la  fécondé  de  l’expo- 
fànt  de  la  première  de  ces  puiffances.  C’cft 
ainft  que  divifé  par  a\  donnera  a‘; 
que  a6,  divifé  par  a\  donnera  a~'  ; & 
que  a~ » , divifé  par  a\  donnera  a-7. 

187. 

Par  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut  * 
il  eft  facile  de  comprendre  comment  on 

1 4 
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doit  trouver  les  puiflances  des  puiflances , 
& que  cela  fe  fait  par  la  multiplication. 
Quand  on  cherche , par  exemple,  le  quarré 
ou  la  fécondé  puilfance  de  a1 , on  trouve 
a6}  & de  la  même  maniéré  on  trouve  a" 
pour  la  troifieme  puilfance , ou  le  cube  de 
a4}  on  voit  que  pour  prendre  le  quarré 
d’une  puilfance , il  n’y  a qu’à  doubler  fon 
expofant } que  pour  en  prendre  le  cube  , 
il  faut  tripler  cet  expofant , & ainfi  de  fuite. 
Le  quarré  de  a ' eft  a” } le  cube  de  a"  eft 
aJ"i  la  feptieme  puilfance  de  a"  eft  a7",  &ç. 

- l88. 

Le  quarré  de  a’,  ou  le  quàrré  du  quarré 
de  a étant  a* , on  voit  pourquoi  on  nomme 
la  quatrième  puilfance , le  bi- quarré  ou  le 
quarré  quarré. 

Le  quarré  de  a ’ eft  a* , c’eft  ce  qui  a 
fait  donner  à la  fxxieme  puilfance  le  nom 
de  quarré-cube. 

Enfin  le  cube  de  a 1 étant  a9 , on  appelle 
les  neuvièmes  puiflances  cubcs-cubcs , On 


X)  A L G E B R E.  I yf 

n’a  pas  introduit  d’autres  dénominations  de 
cette  efpece  pour  les  puiffances , & même 
les  deux  dernieres  ne  font  pas  fort  en  ufage. 

CHAPITRE  XVIII. 

Des  Racines  relativement  à toutes  les 
Puiffances  en  général. 

189. 

P uisque  la  racine  quarrée  d’un  nombre 
donné  eft  un  nombre  tel  que  fon  quatre 
eft  égal  à ce  nombre  donné  , & que  la 
racine  cubique  d’un  nombre  donné  eft  un 
nombre  tel  que  fon  cube  eft  égal  à ce 
nombre  donné  ; il  s’enfuit  qu’étant  donné 
un  nombre  quelconque , on  peut  toujours 
en  indiquer  des  racines  telles  que  leur 
quatrième  ou  leur  cinquième  puiftance  , 
ou  quelque  autre  à volonté , foit  égale  au 
nombre  donné.  Afin  de  diftinguer  mieux 
ces  différentes  efpeces  de  racines,  nous 
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nommerons  la  racine  quarrée , racine  deu- 
xieme ; la  racine  cubique  , racine  troifieme  ; 
parce  que.  d’après  cette  dénomination  on 
peut  nommer  racine  quatrième  , celle  dont 
le  quarré-quarré  eft  égal  à un  nombre 
donné  j & racine  cinquième , celle  dont  la 
cinquième  puiflance  eft  égale  à un  nombre 
donné,  &c. 

I90. 

De  même  que  la  racine  quarrée  ou  deu- 
xieme s’indique  par  le  ligne  \/,  & la  racine 

cubique  ou  troilîeme , par  le  ligne  \J , on 
reprélènte  la  racine  quatrième  par  le  ligne 

y/ j la  racine  cinquième  par  le  ligne  \/> 
& ainli  de  fuite.  Il  eft  clair  que  fuivant  cette 
façon  de  s’exprimer , le  ligne  de  la  racine 

quarrée  devroit  être  y/.  Mais  comme  de 
toutes  les  racines  c’eft  celle-ci  qui  fe  pré- 
fente le  plus  l'ouvent,  on  eft  convenu  , pour 
abréger  , d’omettre  le  nombre  2 du  ligne 
de  cette  racine.  Ainli , quand  dans  un  ligne 
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radical  il  ne  fe  trouve  pas  de  nombre , cela 
fuppofe  toujours  que  c’eft  la  racine  quarrée 
qu'on  a voulu  indiquer. 

1 9 1. 

Nous  allons , pour  nous  expliquer  encore 
mieux  , mettre  fous  les  yeux  les  différentes 
racines  du  nombre  a , avec  leurs  lignifi- 
cations. 

y/ a efl  la  1 1.*  racine  de  a , 

y/ a III.*  a, 

iy/a  IV.*  a, 

y/ a V.®  a, 

y/a  V Le  a, 

& ainfi  de  fuite. 

De  forte  que  réciproquement  : 
la  1 1.*  puiflance  de  y/a  eii  égale  à a 

la  1 1 1.* y/ 1 a , 

la  IV.® y/ a a, 

la  V.® y/ a a , 

la  VI.® y/ a a, 

& ainfi  de  fuite. 
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192. 

Que  le  nombre  a foit  donc  grand  ou 
petit , on  comprend  quel  fens  on  doit 
attacher  à toutes  ces  racines  de  différens 
degrés. 

11  faut  remarquer  aufli , que  fi  1 on  prend 
pour  a l’unité , toutes  ces  racines  relient 
conftamment  1 ) parce  que  toutes  les  puif- 
fances  de  1 ont  pour  valeur  l’unité.  Que 
fi  le  nombre  a eft  plus  grand  que  1 , toutes 
fes  racines  aufli  furpaflferont  l’unité.  Enfin , 
que  fi  ce  nombre  eft  plus  petit  que  1 , 
toutes  fçs  racines  aufli  feront  moindres  que 
l’unité. 

I93. 

Quand  le  nombre  a eft  pofitif , on  com- 
prend , par  ce  qui  a été  dit  plus  haut  des 
racines  quarrées  & cubiques  , que  toutes 
les  autres  racines  aufli  pourront  être  indi- 
quées réellement , & feront  des  nombres 
réels  & poflibles. 
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Mais  fi  le  nombre  a efl:  négatif,  il  faut 
que  fes  racines , deuxieme  , quatrième  , 
fîxieme  , & en  général  toutes  celles  d’un 
degré  pair , deviennent  des  nombres  im- 
poffibles  ou  imaginaires  j parce  que  tputei 
les  puiflances  d’un  degré  pair  , tant  des 
nombres  pofitifs  que  des  nombres  négatifs , 
font  toujours  affe&ées  du  figne  plus.  Au 
lieu  que  les  racines  troifieme , cinquième , 
feptieme , & en  général  toutes  les  racines 
impaires , deviennent  négatives , mais  «- 
tieimeUss  ; parce  que  les  puiffances  im- 
paires de  nombres  négatifs , font  négatives 
de  même.  . ■ ; 

..  ; ; ’ 194-  '• 

Enfin  nous  avons  là  auffi  une  fource  iné- 
puifable  de  nouvelles  efpeces  de  .quantités 
fourdes  ou  irrationnelles  ; car  toutes  les  fois 
que  le  nombre  a n’eft  pas  réellement  un& 
puiflance  telle  que  le  figne  radical  en  in- 
dique une,  ou  femble  en  requérir  une,  il 
£ ft  impoflible  auffi  d’exprimer  cette  racine , 
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foiten  nombres  entiers , fuit  par  des  frac- 
tions , & par  conféquent  cette  racine  doit 
alors  être  rangée  dans  la  clafle  des  nom- 
bres qu’on  nomme  irrationnels. 


: - * t ^ \ ' ; n , . 

C H API  T R E XIX. 

De  la  maniéré  d'indiquer  les  Nombres  irra- 
tionnels par  des  expofans  fractionnaires* 

- - I95. 

o u s yenons  de  faire  voir  dans  le  cha- 
pitre précédent , que  le  quarré  d’une  puif- 
fance  quelconque  fe  trouve  en  doublant 
l’expofant  de  cette  puiflance  , & qu’en  gé- 
néral le  quarré  6 u la  fécondé  puiflance  de 
a"  eft  a”.  Il  s’enfuit  de  là  l’inverfe , favoir, 
«.que  la  racine  quarrée  de  la  puiflance  a1*  eft 
-a" , & qu’on  la  trouve  en  prenant  la  moitié 
de  l’expofant  de  cette  puiflance , ou  en 
i divifant  cet  expofant  par.  1.  , x.  ’ . . • 

. • •*  -a  • " ) 
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f Ainft  la  racine  quarrée  de  cf  eft  <?' j 
celle  de  a*  efl:  a1  ; celle  de  a3  dft  a>  ; & 
ainfi  de  fuite.  Et  comme  c’efl:  là  une  vérité 
générale  , op  voit  que  la  racine  quarrée 
de  a 1 doit  uécefiaircment  être  a~  , & que 
celle  de  a'  eft  a 7.  Par  co.nféquent  on  aura 
de  même  a 1 pour  la  racine  quarrée  de  a'  j 
où  l’on  voit  que  aT  eft  autant  que  y /a  ; 
& cette  nouvelle  maniéré  d’indiquer  la 
racine  quarrée1,  demande  qü’on  y fafîe 
attention.  , / : : . 1 , 

I97. 

: Nous  avons  montré  aufli  que  pour  trou- 
ver le  cube  d’une  puiflance  comme  j 
il  Moit  multiplier  fon  expofant  par  y,  & 
^(ue  par.conféquent  ce  pube  étoit  a>\  , 

Âiafi , quand  il  s’agit  de  troqver  en  rén 
irogradant  la  racine  troifieme , ou  cubique, 
de  la  puiflance  aJn , on  ne  fïiit  .que  diviief 
cet  expofant  par  3 i & on  conclut  qué 
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la  racine  cherchée  eft  a".  Par  confe- 
quent  a' , ou  a , eft  la  racine  cubique  de 
d'y  a1  eft  celle  de  a6}  aJ  eft  celle  de  a9 1 
& ainfi  de  fuite. 

198. 

Rien  n’empêche  d’appliquer  ces  prin- 
cipes aux  cas  où  l’expofant  ne  leroit  pas 
divifible  par  5 , & de  conclure  que  la  racine 
cubique  de  a1  eft  aï  , & que  celle  de  a 4 
eft  a ï ou  a1  ï.  Par  conféquent  aufli  la 
racine  troifieme,  ou  cubique,  de  a même , 
ou  bien  de  a' , doit  être  ai.  D’où  l’on  voit 

« r V 

que  aï  eft  la  même  chofe  que  y a. 

199. 

Il  en  eft  de  même  des  racines  d’un  degré 
plus  élevé.  La  racine  quarrieme  de  a fera 
a "ï  , laquelle  expreflion  lignifie  donc  au- 
tant que  y a.  La  racine  Cinquième  de  et 
fera  aJ  , ce  qui  eft  par  conféquent  l’équi- 
valent de  \/a  ,•  & ces  vérités  s’étendent 
fans  difficulté  à toutes  les  racines  d’un  degré 
plus  élevé.  100. 
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200. 

On  pourroit  donc  fe  pafler  entièrement 
des  lignes  radicaux  ulités , & employer  à 
leur  place  les  expofans  fra&ionnaires  que 
nous  venons  d’expliquer  ; cependant  comme 
on  eft  accoutumé  à ces  lignes  depuis  long- 
temps , & qu’on  les  rencontre  dans  tous 
les  écrits  analytiques  , on  auroit  tort  de 
vouloir  les  bannir  tout-à-fait  du  calcul. 
Mais  on  a raifon  aulïï  de  fe  fervir  beaucoup , 
comme  l’on  fait  aujourd’hui  , de  l’autre 
maniéré  , parce  qu’elle  répond  avec  évi- 
dence à la  nature  de  la  chofe.  En  effet, 
on  voit  fur  le  champ  que  aï  eft  la  racine 
quarrée  de  a,  parce  qu’on  fait  que  le  quarré 
de  aï  , c’eft-à-dire , aï  multiplié  par  aï , 
eft  égal  à a1  ou  a. 

201. 

On  voit  par  ce  qui  a précédé  , comment 
on  doit  interpréter  tous  les  autres  expolàns 
rompus  qui  peuvent  le  préfenter.  Que  fi 
Tome  I . K 
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l’on  a , par  exemple , ai,  cela  lignifie  qu’il 
faut  prendre  d’abord  la  quatrième  puiflance 
de  a , & en  extraire  enfuite  la  racine 
cubique  ou  troifieme  ; de  forte  que  aï  e/l 
autant  que , fuivant  la  façon  ordinaire , 

y/ a*.  Que  pour  trouver  la  valeur  de  à* , 
il  faut  prendre  d’abord  le  cube  ou  la  troi- 
fieme  puiflance  de  a , qui  eft  a’ , & en 
extraire  après  cela  la  racine  quatrième  j 
de  façon  que  a*  efl:  la  même  chofe  que 

y/ a1.  De  même  aj  efl  autant  que  y/ a4,  &:c. 

202* 

Quand  la  fraftion  qui  repréfente  l’ex- 
pofant  furpafle  l’unité  , on  peut  indiquer 
encore  d’une  autre  maniéré  la  valeur  de 
la  quantité  propofée.  Suppofez  que  ce  foit 
aï  ; cette  quantité  équivaut  à qui  efl 
le  produit  de  à1  par  aï.  Or  a»  étant  égal 
à V a , on  voit  que  a*  efl  autant  que  a1  y a. 
De  même  a t ou  a3ï  efl:  autant  que 

à3  a ; & a~ , c’eft-à-dire  aH , lignifie 
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a>yj a\  Ces  exemples  fuffifent  pour  faire 
concevoir  la  grande  utilité  des  expofans 
fraétionnaires. 

( J 

'i 

Leur  ufage  s’étend  aufïi  aux  nombres 
rompus  : Qu’on  ait  ^ , on  fait  que  cette 
quantité  eft  égale  à j or  nous  avons  vu 
plus  haut  qu’une  fraftion  de  la  forme 
peut  s’exprimer  par  a-*;  ainfi  pour  JL 
on  peut  fe  fervir  de  l’expreflion  a—*.  De 


même  eft  autant  que  a—  J.  Soit  pro- 

pofée  encore  la  quantité  ; qu’on  la  tranf- 
a*  *a\ 

forme  en  celle-ci:  — , qui  eft  le  produit 
a* 

de  à1  par  a- 4$  or  ce  produit  équivaut 

I ,1  4/ 

à a«  ou  à a *,  ou  enfin  à a y a.  L’ufage 

rendra  faciles  de  femblablès  réduftions. 

K 1 
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204. 

Enfin  nous  obferverons  que  chaque  ra- 
cine peut  fe  repréfenter  d’un  grand  nombre 
de  maniérés.  Car  y/ a étantja  même  chofe 
que  a*,  8c  ij-  pouvant  être  transformé  en 
toutes  ces  fractions , - , |,  l,  2 , — - ôcc. 

il  eft  clair  que  y/a  eft  autant  que  y/a1 , Sc 

6/  8/ 

que  y/a5 , 8c  que  y/a4 , 8c  ainfi  de  fuite. 

Pareillement , y/ a qui  fignifie  a5  , fera 

égale  à y/a1  8c  à y/a5 , & à y/a4.  Et  l’on 
voit  de  même  que  le  nombre  a , ou  a1 , 
pourroit  s’indiquer  par  les  expreflions  ra- 
dicales qui  fuivent  : 

y/a1 , y/a5 , y/a4 , y/a’ , 8cc. 

205. 

Cette  propriété  eft  d’un  bon  ufage  dans 
la  multiplication  8c  dans  la  divifion.  Car 

fi  l’on  a,  par  exemple,  à multiplier  y /a 

par  y/a , on  écrit  y/ a5  pour  y/a  , 8c  y/a’ 
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au  lieu  de  y/a  ; de  cette  façon  on  obtient 
de  part  & d’autre  le  même  ligne  radical , 
& la  multiplication  fe  faifant  maintenant, 

donne  le  produit  y a5.  Le  même  réfultat 
fe  déduit  de  ce  que  a*  multiplié  par  aT  fait" 
car.'--J-j  efl  \ , & par  conféquent 
le  produit  en  queftion  efl  en  effet  aï  ou 

S’il  s’agiflfoit  de  divifer  y /a  oua’  par 

. ,i  , * » “ • . . ......  j i_ 

ou  a* , on  auroit  pour  quotient  a 2 3 , 

" j x 6/ 

ou  a J 6 , c’eft-à-dire  a . ou  y a. 


CHAPITRE  ;XX. 

Qui  traite  en  général  des  différentes  maniérés 
de  calculer  & de  leur  liaifon. 

^ 206. 

Nous  avons  expofé  jufqu’ici  différentes 
opérations  de  calcul  : l’Addition , la  Souf 
tra&ion  , la  Multiplication  &:  la  Divifion  ; 

K 3 
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l’élévation  des  Puiffances  , & enfin  l’ex» 
traôion  des  Racines.  Il  ne  fera  donc  pas 
hors  de  propos  de  remonter  à l’origine  de 
ces  différentes  maniérés  de  calculer  & 
d’expliquer  la  liaifon  qui  eft  entr’elles , afin 
qu’on  puiffe  s’affurer  s’il  eft  poflible  ou  non 
qu’il  exifte  encore  d’autres  opérations  de 
cette  efpece.  Cette  recherche  ne  pourra 
que  répandre  plus  de  jour  fur  les  matières 
que  nous  avons  traitées. 

Nous  nous  fervirons  dans  ce  deffein  d’un 
nouveau  figne  qu’on  peut  employer  à la 
place  de  l’expreffion  fi  fouvent  ■ répétée  , 
ejl  autant  que  ; ce  figne  eft  celui-ci  = r 
& fe  prononce  ejl  égal.  Ainfi  quand  j’écris 
a=h , cela  fignifie  que  a eft  autant  que  b , 
ou  que  a eft  égal  à b ; de  même  , par 
exemple , 3.5=1  j. 

207. 

La  première  façon  de  calculer  qui  fe 
préfente  à notre  efprit , eft  fans  contredit 
l’addition , par  laquelle  on-  ajoute  deux 
nombres  enfemble , & qu’on  trouve  leur 
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fomrae.  Soient  donc  a & b ces  deux  nom- 
bres propofés , & qu’on  indique  leur  fomme 
par  la  lettre  c,  on  aura  a-\-b  — c . Ainû 
quand  on  connoît  les  deux  nombres  atk  b f 
l’addition  enfeigne  à trouver  moyennant 
cela  le  nombre  c. 

208. 

Confervons  cette  comparaifon  a-\-b=c , 
mais  renverfons  la  queftion  en  demandant , 
çomment,  les  nombres  a & c étant  connus , 
on  doit  trouver  le  nombre  b. 

Il  s’agit  donc  de  favoir  quel  nombre  il 
faut  ajouter  au  nombre  a , pour  qu’il  en 
réfulte  ce  nombre  c.  Soit  j par  exemple  , 
a=  3 & c=:8  j de  forte  qu’il  faudroit  que 
Ton  eût  3~J-fc=8  y il  efl:  clair  qu’on  trou- 
vera b en  fbuftrayant  3 de  8.  Ainû  en 
général , pour  trouver  b , il  faudra  fouftraire 
a de  c'y  d’où  provient  b—c — *r  ,•  car  en 
ajoutant  de  nouveau  a de  part  & d’autre  , 
on  a b-\-a—c — a-|-a,  c’eft-à-dire  =c, 
comme  on  l’avoit  fuppofé. 

Et  voilà  donc  l’origine  de  la  fouftraélion. 

K 4 
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2*09. 

Ainfi  la  fouilra&ion  a lieu,  quand  on 
renverfe  la  queftion  qui  donne  lieu  à l’ad- 
dition. Or  il  peut  arriver  que  le  nombre 
qu’il  s’agit  de  fouftraire  foit  plus  grand  que 
celui  duquel  il  faut  le  fouftraire i comme, 
par  exemple , s’il  s’agifloit  de  fouftraire  9 
de  j ; ce  cas  eft  donc  propre  à nous  fournir 
l’idée  d’une  nouvelle  efpece  de  nombres, 
qu’on  nomme  nombres  négatifs,  parce  que 

Ç—  9=—  4- 

210. 

Quand  plufieurs  nombres  qui  doivent 
être  ajoutés  enfemble  font  égaux  entr’eux  , 
leur  fomme  fe  trouve  par  la  multiplication , 
& fe  nomme  un  produit.  Ainfi  a b lignifie 
le  produit  qui  provient  de  la  multiplication 
de  a par  b , ou  bien  de  ce  qu’on  a ajouté 
enfemble  un  nombre  a de  nombres  b.  Si 
nous  indiquons  à préfent  ce  "produit  par  la 
lettre  c,  nous  aurons  ab=x  ; & la  mul- 
tiplication nous  apprend  comment  , les- 
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nombres  a & b étant  connus,  l’on  doit, 
déterminer  par- là  le  nombre  c. 

21  I.  ; 

Propofons-nous  maintenant  la  queftion 
fuivante  : Les  nombres  a & c étant  connus , 
trouver  le  nombre  b:  Soit , par  exemple , 
<z=3  & c=  1 5 , de  façon  que  3^=15, 
& qu’on  demande  par  quel  nombre  il  faut 
muliiplier  3 , pour  qu’il  nous  vienne  15;, 
c’eft  à quoi  revient  la  queftion  propoiee.> 
Or  c’eft  ici  le  cas  de  la  divifion  ; le  nombre , 
qu’on  demande  fe  trouve  en  divifant  1.5 
par  .3  , & en  général  le  nombre  b fe  trouve  r 
donc  en  divifant  c par  a;  d’qb  il  réfulte 
par  conféquenr  l’équation  b=^ 


. Or  , comme  il  arrive  fouvent  que  Ie\ 
nombre  c ne  peut  être  divifé  réellement  ^ 
par  le  nombre  a , & que  cependant  la 
lettre  b doit  avoir  une  valeur  déterminée , 
il  fe  préfente  encore  une  nouvelle  efpece 
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de  nombres  ; ce  font  les  fra&ions.  Par 
exemple  , en  fuppofant  a= 4 , c=  3 , de 
façon  que  4^— j , on  voit  bien  que  b ne 
fauroit  être  un  nombre  entier,  mais  que 
ce  fera  une  fraélion , & qu’on  aura  fc=k 

213. 

r r 

Nous  avons  vu  que  la  multiplication 
provient  de  l’addition  , c’eft-à-dire,  de  ce 
qu’on  ajoute  enfemble  plufieurs  quantités 
égales.  Si  nous  allons  à prêtent  plus  loin  , 
nous  voyons  que  c’eft  à la  multiplication 
de  plufieurs  quantités  égales  entr’elles  que 
les  puiflanCes  doivent  leur  origine.  Ces 
puiflances  fe  repréfentent  d’une  maniéré 
générale  par  la  formule  a1 , par  laquelle  on 
entend  que  le  nombre  a doit  être  multiplié 
autant  de  fois  par  lui- même  que  le  nombre 
b l’indique.  Et  l’on  fait , par  ce  qui  a pré- 
cédé , qu’ici  a eft  ce  qu’on  nomme  la  racine , 
b l’expofant , & a*  la  puiflance. 
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2I4»  V.\  : 

Si  nous  indiquons  maintenant  cette  puif-- 
fance  même  par  la  lettre  c , nous  avons’- 
c*=t , une  équation  par  conféquent  dans 
laquelle  fe  préfentent  trois  lettres  a,  b , <v 
Or  on  montre  dans  la  théorie  des  puif-' 
fances , comment  une  racine  a avec  l’ex- 
pofant  b étant  donnés , on  doit  trouver  la- 
puiflance  elle-même,  cefi-à-dire,  la  lettre  c. 
Soit , par  exemple,  a=  5 , & bt=^  3 , en 
forte  que  c—  5 3 : on  voit  qu’il  faut  prendre- 
la  troifieme  puiflance  de  5 , qui  efl  îij  » 
qu’ainfl -.0=  1 15.  ^ — 


j On  a vu  comment , par  le  moyen  de- 
là racine  a & de  lexpofant  b jr  on  doit  dé- 
terminer la  puiflance  c ; mais  fi.  l’on  veut 
à préfent  changer  ou  renverfer  la  queftion 
comme  on  a déjà  fait , on  verra  que  cela 
peut  fe  faire.de  deux  maniérés,  & qu’on ; 
a deux  cas  différens  à confidérer.  En  effet 


Digitized  by  Google 


1^6  E L £ M E m r 
fi , deux  de  ces  trois  nombres  a , b , c étant 
donnés  , il  s’agit  de  trouver  le  troifieme  , 
on  voit  suffi -tôt.  que  cette  queftion  ad- 
met trois  fuppofitions  différentes , &r  par 
conféquent  trois  folutions.  Nous  venons  de 
confidérer  le  cas  où  a & b étoient  les  don- 
nées , nous  pouvons  donc  fuppofer  encore 
que  c & a , ou  bien  que  c &zi>  foient  connus , 
& qu’il  faille  déterminer  la  troifieme  lettre. 
Remarquons  donc  , avant  que  d’aller  plus 
loin,  une  différence  affez  effentielle  entre 
l’élévation  des  puiffances  & les  deux  opé- 
rations qui , conduifent^à  celle-là.  Lorfque 
dans  l’addition  nous  avons  renverfé  la 
queftion , nous  n’avons  pu  le  faire  que  d’une 
feule  maniéré  ; il  étoit  indifférent  de  prendre 
r&  a oo rr  & b pour  données , parce  qu’il 
eft  indifférent  d’écrire  a-\-b  ou  d’écrire 
bi\-cu  II.  en  étoit  de  même  de  la.1  multipli- 
cation on  pouvoit  pareillement  prendre 
les  ietttes  a,  8c  b l’une  ponr  l’àurre  i l’équa- 
tion ab==c(Q tant  exaâement  Ja  même  que 
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Dans  le  calcul  des  puiflances , au  con- 
traire la  même  choie  n’a  pas  lieu , & on 
ne  peut  point  du  tout  écrire  ba  au  lieu  de 
a*.  Un  feul  exemple  fuffit  pour  s’en  con- 
vaincre : Soit  a — } , & b=y  ; on  a 
a*— $’=  125.  Mais  ba—y'  — 243  : deux 
réfultats  très-différens. 

216. 

Il  eft  donc  clair  qu’on  peut  réellement 
fe  propofer  encore  deux  queftions  : l’une  , 
de  trouver  la  racine  a par  le  moyen  de 
la  puiflance  donnée  c , & de  l’expofant  b. 
L’autre , de  trouver  l’expofant  b , en  fuppo- 
fant  connues  la  puiffance  c & la  racine  a.  , 

217. 

On  peut  dire  que  la  première  de  ces 
queftions  a été  réfolue  dans  le  chapitre  de 
l’extra&ion  des  racines.  Car,  par  exemp'e, 
fi  bz=:i  & que  âl==c , nous  favons  que 
cela  fignifie  que  a eft  un  nombre  tel  que 
fon  quarré  l’oit  égal  à c , & par  conféquent 
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que  a— y/ c.  De  même , fi  b—  3 & a'—c , 
on  (ait  qu’il  faut  que  le  cube  de  a foit  égal 
au  nombre  donné  c , & conféquemment 

que  a—\/c.  Il  eft  donc  aifé  de  conclure 
généralement  de  là  comment  on  doit  déter- 
miner la  lettre  a par  le  moyen  des  lettres 

' c & b : il  faut  néceflairement  que  a=\r  c. 

2l8. 

Nous  avons  aufli  déjà  fait  remarquer  la 
conféquence  qui  s’enfuit  du  cas  très-fréquent 
où  le  nombre  donné  c n eft  pas  réellement 
une  puifiànce  ; favoir  , qu’alors  la  racine 
cherchée  a ne  peut  s’exprimer  ni  par  des 
nombres  entiers,  ni  par  des  fradtions.  Et 
comme  cette  racine  doit  avoir  cependant 
néceflairement  une  valeur  déterminée , la 
même  remarque  nous  a conduits  à une 
nouvelle  efpece  de  nombres  que  nous  avons 
dit  qu’on  nommoit  nombres  fourds  ou  irra- 
tionnels , & que  nous  avons  vus  fe  divifer 
en  une  infinité  d’efpeces  à caufe  de  la 
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grande  diverfité  des  racines.  Enfin  la  même 
confidération  nous  a appris  à connoître 
l’efpece  particulière  de  nombres , qu’on  a 
nommée  nombres  imaginaires . 

219. 

Il  nous  refte  à confidérer  la  féconde 
queftion , qui  étoit  de  déterminer  l’expofant 
par  le  moyen  de  la  puiffance  c 8c  de  la 
racine  a , toutes  deux  connues.  Cette  quefi 
tion , qui  ne  s’étoit  pas  encore  préfentée , 
nous  conduira  à l’importante  théorie  des 
Logarithmes , dont  l’ufage  eft  fi  étendu  dans 
toutes  les  Mathématiques , qu’il  y a peu  de 
long  calcul  dont  on  puiflfe  venir  à bout  fans 
fon  fècours.  On  verra  dans  le  chapitre 
fuivant , pour  lequel  nous  référvons  cette 
théorie , quelle  nous  fait  parvenir  à une 
efpece  de  nombres  encore  tout-à-fait  nou- 
velle , & qu’on  ne  peut  pas  même  compter 
parmi  les  nombres  irrationnels  dont  nous 
avons  parlé. 


\ / 


CHAPITRE  XXI.  . 

Des  Logarithmes  en  général. 


220. 

En  reprenant  lequation  al=c , nous 
commencerons  par  remarquer  que  dans  la 
doôrine  des  logarithmes  on  adopte  pour 
la  racine  a un  certain  nombre  pris  à vo- 
lonté , & qu’on  fuppofe  que  cette  racine 
conferve  invariablement  la  valeur  adoptée. 
Cela  pofé , on  prend  l’expofant  b tel , que 
la  puiflance  ab  devienne  égale  à un  nom- 
bre donné  c , & c’eft  alors  cet  expofant  b 
qu’on  dit  être  le  logarithme  du  nombre  c. 
Nous  nous  fervirons , pour  exprimer  cette 
lignification  , de  la  lettre  L.  ou  des  lettres 
initiales  log.  Ainfi  en. écrivant  b=.h.c  y 
ou  b=log.c , on  indique  que  b eft  égale 
au  logarithme  du  nombre  c , ou  bien  que 
le  logarithme  de  c elt  b. 

221. 
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221. 

On  voit  donc  que  la  valeur  de  la 
racine  a une  fois  établie  , le  logarithme 
d’un  nombre  quelconque  c n’eft  autre  choie 
que  l’expofant  de  la  puiflance  de  a , qui 
eft  égale  à c.  C’eft  ainli  que  c étant —a1,  b 
eft  le  logarithme  de  la  puiflance  ab.  Si  l’on 
fuppofe  à préfent  que  b—  i , on  a i pour 
le  logarithme  de  a.' , & par  conféquent 
L.æ=i.  Si  l’on  fuppofe  &=  2 , on  a 2 pour 
le  logarithme  de  a1  ; c’eft-à-dire , L.  a'— 2. 
On  peut  obtenir  de  la  même  maniéré , 
L.a’  = 3 ; L.a4=4j  L .a'—}  , & ainû 
de  fuite. 


222. 

Si  Ton  fait  b— o , on  voit  que  o fera  le 
logarithme  de  a”  : or  a0—  1 ; par  confé- 
quent L.  i:=o , quelque  valeur  qu’on  donne 
à la  racine  a. 

Que  lî  l’on  fuppofe  b— — 1 , ce  fera 
— 1 qui  fera  le  logarithme  de  a~\  Or 
Tome  /.  L 
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a-'  = '-ÿ  on  a donc  L.  '-= — i.  On  aura 
pareillement  L.^r  = — ij  L.^r  = — 3; 
L.-i=  — 4,  &c. 

a 1 

223. 


11  eft  donc  évident  comment  on  peut 
indiquer  les  logarithmes  de  toutes  les  puif- 
fances  de  la  racine  a , & même  ceux  de 
fraéfions  qui  ont  pour  numérateur  l’unité , 
& pour  dénominateur  une  puiflance  de  a. 
On  voit  aufli  que  dans  tous  ces  cas  les 
logarithmes  font  des  nombres  entiers  -,  mais 
il  faut  obferver  que  fi  b étoit  une  fra&ion , 
elle  feroit  le  logarithme  d’un  nombre  irra- 
tionnel. Car  fi  l’on  fuppofe , par  exem- 
ple , b~  , il  fuit  que  7 eft  le  logarithme 
de  a»  ou  de  V/*  ,*  par  conféquent  on  a 
L.  \/ a = 7.  On  trouvera  de  même  L.  \ a=-j 
L.\/æ=7,  &c. 
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224. 

Mais  s’il  s’agit  de  trouver  le  logarithme- 
d’un  autre  nombre  c , on  voit  aifément  qu’il 
ne  peut  être  ni  un  nombre  entier , ni  une 
fra&ion.  Cependant  il  faut  qu’il  exifte  un 
expofant  b , tel  que  la  puitTance  ab  devienne 
égale  au  nombre  propofé  : on  a donc  b=L.c. 
Donc  généralement  aL-e=c . 

225. 

Considérons  à préfènt  un  autre  nombre  J, 
dont  le  logarithme  ait  été  indiqué  d’une 
maniéré  femblable  par  de  façon  que 
aL  d=J.  Si  nous  multiplions  cette  formule 
par  la  précédente  al‘=:c  , nous  aurons 
aL-e+L .i—=C(Li  or  l’exp0fant  efl  toujours  le 
logarithme  de  la  puiffance  $ par  confé- 
quent  L.c-\-h.d=L.cd. 

Que  fi  au  lieu  de  multiplier  nous  divi- 
sions la  première  formule  par  la  fécondé , 
nous  obtiendrions  aLc-LJ—ï  -y  & par  con- 
féquent  L.c — L 

L 2 
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226 . 

C’eft  ainft  que  nous  avons  été  conduits 
à la  découverte  des  deux  principales 
propriétés  des  logarithmes  , qui  confiftent 
dans  les  équations  L.c-j-L.  d=L.cd , & 
L.c — L.d=  L.  j.  La  première  de  ces 
équations  nous  apprend  que  le  logarithme 
d’un  produit , comme  cd , fe  trouve  en 
ajoutant  enfemble  les  logarithmes  des  fac- 
teurs. La  fécondé  nous  indique  la  pro- 
priété , que  le  logarithme  d’une  fraélion 
peut  fe  déterminer  en  fouftrayant  le  loga- 
rithme du  dénominateur  de  celui  du  nu- 
mérateur. 

227. 

Il  s’enfuit  donc  de  là , que  quand  il  s’agit 
de  multiplier  ou  de  divilèr  deux  nombres 
l’un  par  l’autre , on  n’a  befoin  que  d’ajou- 
ter ou  de  fouftraire  leurs  logarithmes.  Et 
c’eft  là  précifément  en  quoi  confifte  futi- 
lité infigne  des  logarithmes  dans  le  calcul. 
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Car  qui  ne  voit  qu’il  eft  incomparablement 
plus  aifé  d’ajouter  ou  de  fouftraire  des  nom- 
1 bres , que  d’en  multiplier  ou  d’en  divifer , 
t fur-tout  quand  la  queftion  roule  fur  de 

3 grands  nombres. 

228.  : 

1 

Les  logarithmes  offrent  des  avantages 
, encore  plus  grands , dans  le  calcul  des 
puiffances  & dans  l’extraftion  des  racines. 
Car  fi  <ù=c , on  a par  la  première  pro- 
priété L.c  +Lc=L  cc  ; par  conféquent 
L.cc  = 2L.c.  On  obtient  pareillement 
L.c’=3L.c  ; L.c4=4L.c  ; & en  général 
L.  c"=/zL.>c. 

Si  l'on  fubftitue  maintenant  à n des  nom- 
bres rompus , on  aura , par  exemple , L.c* , 
c’eft-à-dire , L.\/c=^L.c. 

Enfin , fi  l’on  fuppofe  que  n repréfente 
des  nombres  négatifs , on  aura  L.c_I  ou 
L.^= — L.c;  L.c^1  ou  L.^  = — zL.c, 
& ainfi  de  fuite.  Cela  fuit  non-feulement 
de  l’équation  L,cn  = nL.c , mais  auffi  de 

L } 
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ce  que  , comme  nous  l’avons  vu  plus 

haut , Li=o. 

229. 

Si  l’on  a donc  des  tables  dans  lefquelles 
les  logarithmes  fe  trouvent  calculés  pour 
tous  les  nombres , on  a , comme  l’on  voit , 
un  puifTant  fecours  pour  venir  facilement 
à bout  de  calculs  très-prolixes , qui  exi- 
geroient  beaucoup  de  multiplications,  de 
divifions , d’élévations  de  puilïances  & d’ex- 
traflions  de  racines.  Car  on  trouveroit  dans 
ces  tables  non-feulement  les  logarithmes 
pour  tous  les  nombres , mais  aufli  les  nom- 
bres pour  les  logarithmes.  Par  exemple , 
s’il  eft  queftion  de  chercher  la  racine  quar- 
rée  du  nombre  c , on  cherche  d’abord  le 
logarithme  de  c , qui  eft  L .c , & prenant’' 
enfuite  la  moitié  de  ce  logarithme , ou  ^ L .c, 
on  fait  qu’on  a le  logarithme  de  la  racine 
quarrée  qu’on  cherche.  On  n’a  donc  qu’à 
voir  dans  les  tables  quel  nombre  répond 
à ce  logarithme , on  eft  afluré  qu’il  exprime 
la  racine  cherchée. 
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23O. 

Nous,  avons  vu  plus  haut  que  les  nom- 
bres 1,  z,  3,4,  5,6,  &c.  ç’eft-à-dire  tous 
les  nombres  pofitifs , font  des  logarithmes 
de  la  racine  a &;  de  fes  puifiances  pofitives  t 
& par  çonféquent  des  logarithmes  de  nom- 
bres plus  grands  que  l’unité.  Et  au  contraire 
que  les  nombres  négatifs  , comme  — 1 * 
— z , &c.  font  les  logarithmes  des  fra&ions 
j , &c.  qui  font  plus  petites  que  l’unité  f 
mais  cependant  encore  plus  grandes  que 
rien. 

11  fuit  de  là  que  fi  le  logarithme  eft  po- 
fltif , le  nombre  eft  toujours  plus  grand  que 
l’unité  $ mais  que  fi  le  logarithme  eft  né-* 
gatif , le  nombre  eft  toujours  plus  petit  que 
1 , & pourtant  plus  grand  que  zéro.  Par 
çonféquent  on  ne  fauroit  indiquer  des  loga- 
rithmes de  nombres  négatifs , & il  faut  en 
conclure  que  les  logarithmes  des  nombres 
négatifs  font  impoflïbles , & qu’ils  appartien- 
nent à la  elafle  des  quantités  imaginaires. 

L 4 
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Il  fera  bon  , afin  d’éclaircir  tout  cela  en- 
core mieux , d’adopter  un  nombre  déter- 
miné pour  la  racine  a , & nous  choifirons 
celui-là  même  fur  lequel  on  a fondé  les 
tables  logarithmiques  ordinaires.  C’eft  le 
nombre  1 o ; on  lui  a donné  la  préférence , 
parce  qu’il  fert  déjà  de  bafe  à toute  notre 
•Arithmétique.  Mais  on  voit  facilement  que 
tout  autre  nombre  , pourvu  qu’il  fût  plus 
grand  que  l’unité , pourroit  fervir  au  même 
ufage.  Quant  à la  raifon  pourquoi  on  ne 
pourroit  pas  fuppofer  a—  1 , elle  eft  claire  j 
toutes  les  puiflances  ab  feroient  condam- 
nent égales  à l’unité  , & ne  pourroient 
jamais  devenir  égales  à un  autre  nombre 
donné  c. 
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CHAPITRE  XXII. 


Des  Tables  de  Logarithmes  ujitées. 

232.  , ’ 

D ANS  ces  tables  on  part  de  la  fuppo- 
fuion  , comme  nous  venons  de  le  dire , 
que  la  racine  a =10:  Ainft  le  logarithme 
d'iln  nombre  quelconque  c eft  l’expofant 
auquel  il  faut  élever  le  nombre  10,  pour 
qu’il  en  réfulte  une  puiflance  égale  au  nom- 
bre c.  Ou  bien , Ci  l’on  défigne  le  logarithme 
de  c par  L.c,  on  aura  toujours  ioL(=c. 


233. 

r Nous  avons  déjà  fait  remarquer  que  le 
logarithme  du  nombre  1 eft  toujours  o; 
& en  effet  on  a io°=i  ; par  conféquent  : 
L.i=Oj  L.io=i  ; L.i 00=2 ÿ L.iooo=3  y 
L.i  0000=4  » I-tooooo=5  j L.  ioooooo=5. 
De  plus 
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Ces  logarithmes  des  nombres-  principaux 
fe  déterminent , comme  on  voit , fans  aucune 
peine.  Mais  il  eft  d’autant  plus  difficile  de 
trouver  les  logarithmes  de  tous  les  autres, 
nombres , 8c  cependant  il  eft  néceffiaire 
qu’on  les  inféré  dans  les  tables.  Ce  n'eft 
pas  ici  encore  le  lieu  de  donner  toutes  les 
inftru&ions  requifes  pour  cette  recherche , 
nous  nous  contenterons  pour- le  préfent  de 
voir  en  général  ce  qu’elle  exige. 


D’abord  ^puifque  L.  i ==  o & L i o = i , 
il  eft  évident,  que  le^  logarithmes  de  tous 
les  nombres  entre  i 8c  . iq  doivent  être 
compris  entre  o Sc  i . 8c  être  par  confé- 

1 . * _•  t — - « .*•  ( w 

quent  plus  grands  que  o 8:  plus  petits  que  i. 

Nous  n’avons  qu’à  confidérer-  le  feul 
nombre  i ; il  eft  certain  que  fon  logarithme 
eft  plus  grand  que  o , 8c  cependant  plus  petit 
que  l’ unité  ; 8c  fi  nous  délignons  ce  loga- 
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rithme  par  la  lettre  x , en  forte  que  L.i—x  t ' 
il  faut  que  la  valeur  de  cette  lettre  foit  telle 
qu’on  ait  exa&ement  10'  = 2. 

Il  eft  facile  aufli  de  fe  convaincre  que  x 
doit  être  beaucoup  plus  petit  que  £ ou  ce 
qui  revient  au  meme , que  10»  eft  plus 
grand  que  2.  Car  fi  nous  prenons  de  part  & 
d’autre  les  quarrés , on  trouve  le  quarré  de 
10*— 10'  & celui  de  2=4  ; or  ce  dernier 
eft  de  beaucoup  moindre  que  le  premier. 
De  même  j eft  encore  une  valeur  trop 
grande  pour  x , c’eft-à-dire  que  1 o*  eft  plus 

t - 

grand  que  2.  Car  le  cube  de  io»-  eft  10 
& celui  de  2 ne  fait  que  8.  Mais  au 
contraire  en  ne  faifant  x que  de  ^ on  lui 
donneroit  une  valeur  trop  petite , parce  que 
la  quatrième  puifiance  de  loi  étant  10  & 
celle  de  2 étant  1 6,  il  eft  clair  que  toi 
eft  moindre  que  2. 

On  voit  que  x ou  le  L.  2 eft  plus  petit 
que  & cependant  plus  grand  que  On 
peut  déterminer  de  la  même  maniéré  à/ 
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l’égard  de  toute  fraftion  contenue  entre 
fi  elle  eft  trop  grande  ou  fi  elle  eft 
trop  petite.  En  tentant , par  exemple , avec 
! , qui  eft  une  fra&ion  moindre  que  , & 
plus  grande  que  il  faudroit  que  10% 
ou  ioÿ  f fût  = z ; ou  bien  que  la  feptieme 
puiflance  de  icJ,  c’eft-à-dire  io3  ou  ioo, 
fut  égale  à la  feptieme  puiflance  de  2 -,  or 
celle-ci  eft  = 1 28  , & par  conféquent  plus 
grande  que  celle-là.  Nous  concluons  donc 
de  là  que  10^  eft  aufli  moindre  que  2 , & 
qu’ainfi  | eft  moindre  que  L.  2 , & que  L 2 
qui  s’étoit  trouvé  plus  petit  que  j-  eft  ce- 
pendant plus  grand  que 

Eflayons  encore  une  autre  fra&ion  qui 
foit , en  conféquence  de  ce  que  nous  venons 
de  trouver  , comprife  entre  | Une  telle 
fraftion  eft  ^ & il  s’agit  donc  de  voir  fi 
10  r»=  2;  fi  cela  eft , les  dixièmes  puif- 
fances  de  ces  deux  nombres  font  aufii 
égales  entr’elles  ; or  la  dixième  puiflance 
de  io'tî  eft  io’=iooo,  & la  dixième 
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puiffance  de  2 eft  = 1024  ; il  faut  donc 
conclure  que  iot^  n’eft  pas=i,  que^ 
eft  une  fraftion  trop  petite  pour  produire 
cette  égalité  , & que  le  L.  2 , quoique  plus 
petit  que  j eft  cependant  plus  grand  que 

3_ 

IO* 

* 236. 

Cette  conlîdération  fort  à nous  foire  voir 
que  Lia  une  grandeur  déterminée , puis- 
que nous  favons  que  ce  logarithme  eft  cer- 
tainement plus  grand  que  2 & pjus  petjt 

que  j.  Nous  ne  pouvons  pas  aller  plust 
loin  pour  le  préfent , & puifque  nous  igno- 
rons encore  la  vraie  valeür  de  ce  loga- 
rithme , nous  l’indiquerons  par  x , en  forte 
que  L.  2 — xj  & nous  montrerons  com- 
ment , fi  elle  étoit  connue , on  pourroit  en 
déduire  les  logarithmes  d’une  infinité  d’au- 
tres nombres.  Nous  nous  fervirons  pour 
cet  effet  de  l’équation  rapportée  plus  haut 
L.  cd=L.c-\-L.d , qui  renferme  la  pro- 
priété , que  le  logarithme  d’un  produit  fè 
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trouve  en  ajoutant  enfemble  les  logarithmes 

des  fafteurs.  , 

237. 

D’abord,  comme  L.i=;c,  8rLio=r  , 
bous  aurons  L.io=.r-|-i  -,  L.ioo=.x-\-i  j 
L.2000=X-}~3  j L.  20000  = .V-|-4  j 
& L.  200000  = AT-j-  5 , &c. 

238. 

Déplus,  comme  L.c1=2L.c&L.c’=3L.c 
& L.c4=4L.c,  &c<  nous  avons 
L.4  L»S — \x y L.  1 6 ■■  4 x j L.3  2—  — 3 x j 

h.6^=6x , &c.  & nous  trouvons  par-là 
que 

L.40  = 2.x-|- 1 j L.400  = 2A:-j- 2 ; 
L.4000=2*-j-3  ; L.40000=  2*-}- 4 , &c. 
L.8o=3J:-j-l  j L. 800=  3 x~\~ 2 j 
L.8000—  3-*-— {—3  ; L.  8 0000= 3* -|- 4,8c  c. 
L.  160=40--}-  1 j L.i6oo=4^r-j- 2 ; 

L.  1 6ooo=4x-\-y,  L.  1 6oooo=4X-|~4,&c. 

239. 

Reprenons  au/îi  l’autre  équation  fonda- 
mentale , L.  2 ==  f-.  c L .d , & fuppofons 


— \ 
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c=  10 , & d=i  j puifque  L.io=i  & 
L.  i=x , nous  aurons  L ^ouL.j  = i — x, 
& nous  déduirons  de  là  les  équations  fui- 
vantes  : . , . 

L.  50=  z — x ; L.  5 oo  — 3 — x ; 

+ 5000=4 — x}  &c. 

L.  25  = 1 — ix s L.  125  = 3 — 3 x} 

L. 625  = 4 — 4X , &c. 

L.zjo  = 3 — 2*,-  L.  2500  = 4 — îx ; 

L.  25000  = 5 — ix f &c. 

L 1250  = 4 — )x;  L.  12500=5  — ^X} 
L.  125000=6  — 3*,  &c. 

L.625o=5‘ — 4X  ; L.6i500=6 — 4X  ; 

L. 6 2 5000  = 7 — 4X,  &c.  • 

& ainfi  de  fuite. 

; *40. 

Si  l’on  connoifToit  le  logarithme  de  3 , 
ce  feroit  encore  le  moyen  de  déterminer 
un  nombre  prodigieux  d’autres  logarithmes. 
En  voici  quelques  preuves , en  fuppofant 
le  L.3  exprimé  par  la  lettre  7. 
L-i0=JK+i  i L. 300=7+2  j 
L.  3000=7+3  , &c. 


Digitized  by  Google 


17<S  E L É M E N S 

L.9=* yi  L.17=.3JV  L.Si=4jr; 

L.  243  = 5 y i &c* 

On  aura  auffi 

L.  6 =x  -\-y  ; L.  1 1 = 2 x -\~y  ; 

L.  1 8 —Jr  -|~  7,  y i 

& L 1 5 = L 3 -j-  L.  5 = y -{-  i — x , 

24I. 

Nous  avons  vu  plus  haut  que  tous  les 
nombres  proviennent  de  la  multiplication 
des  nombres  qu’on  nomme  premiers.  Si 
l’on  connoifloit  donc  feulement  les  loga- 
rithme* de  tous  les  nombres  premiers , on 
pourroit  trouver  par  de  fimples  additions 
les  logarithmes  de  tous  les  autres  nombres. 
Le  nombre  2 1 o , par  exemple , étant  formé 
des  fa&eurs  2,3,  5 , 7 , fon  logarithme 
fera = L 2 -f-  L.  j L.  5 -{-  L.  7.  Pareille- 

ment , puifque  360  = 1.2.1.3.3.5  =1?  3*  j, 
on  a L.  360  = 3 L.  i-|-2  L.  3-j-L.  5.  H efi 
donc  clair  que  moyennant  les  logarithmes 
des  nombres  premiers , on  peut  déterminer 
ceux  de  tous  les  autres  nombres  , & que 

c’eft 
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c’eft  à déterminer  ceux-là  qu’il  faut  s’atta- 
cher avant  toutes  chofes , fx  l’on  fe  propofe 
de  conftruire  des  tables  de  logarithmes. 

c'  ■ ' " ' ' 1 

CHAPITRE  XXIII. 

De  la  maniera  de  repréfenterles  Logarithmes. 

242. 

N^ous  avons  vu  que  le  logarithme  de  1 
eft  plus  grand  que  ^ & plus  petit  que  j , 
& que  par  conféquent  l’expofant  de  1 o doit 
tomber  entre  ces  deux  fraétions , pour  que 
la  puiflance  devienne  = 2.  Or  quoiqu’on 
fâche  cela  , quelque  fra&ion  cependant 
qu’on  adopte  conformément  à cette  condi- 
tion , la  puiflance  qui  en  réfulte  fera  tou- 
jours un  nombre  irrationnel , plus  grand 
ou  plus  petit  que  2 ; & par  conféquent  le 
logarithme  de  2 ne  fauroit  être  exprimé 
par  une  telle  fraâion.  Cela  fait  qu’il  faut 
fè  contenter  de  déterminer  la  valeur  de  ce 
Tome  I.  M 
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logarithme  d’une  maniéré  alfez  approchée 
pour  que  l’erreur  devienne  infeniible.  On 
fe  fert  pour  cela  des  j raSions  décimales} 
c’eft  ainfi  qu’on  nomme  des  quantités , dont 
la  nature  &:  les  propriétés  méritent  d’être 
miles  dans  tout  le  jour  polTible. 

243. 

On  fait  que  dans  la  maniéré  ordinaire 
d’écrire  les  nombres  avec  le  fecours  des  dix 
chiffres  ou  caraéleres 

1 » 1 » 3 » 4 > 7,8,9, 

il  n’y  a que  le  premier  chiffre  à droite  qui 
ait  fa  lignification  naturelle  ; que  les  chiffres 
à la  fécondé  place  lignifient  dix  fois  plus 
que  ce  qu’ils  lîgnifieroient  à la  première; 
que  les  chiffres  à la  troifïeme  place  ligni- 
fient cent  fois  davantage  ; & ceux  à la  qua- 
trième mille  fois  davantage , & ainfi  de 
fuite  ; c’eft-à-dire  qu’à  mefure  qu’ils  avan- 
cent vers  la  gauche  ils  acquièrent  une  va- 
leur dix  fois  plus  grande  qu’ils  n’avoient  au 
rang  précédent.  C’eft  ainfi  que  dans  le 
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nombre  1765  le  chiffre  5 eft  au  premier 
rang  à la  droite , & lignifie  aufii  5 réel- 
lement. Au  fécond  rang  eft  6 ; mais  ce 
chiffre , au  lieu  de  lignifier  6 , indique  1 0.6 
ou  60.  Le  chiffre  7 eft  au  troifieme  rang , 
& lignifie  100.7  ou  700.  Enfin  le  1 , qui 
eft  au  quatrième  rang , lignifie  1 000  ; voilà 
donc  pourquoi  on  prononce  le  nombre  pro- 
pofé  de  cette  maniéré , 

Un  mille  ( ou  mille , ) fept  cent , foixante 
& cinq. 

244. 

Puifque  la  valeur  des  chiffres  devient 
toujours  dix  fois  plus  grande  en  allant  de 
la  droite  vers  la  gauche , & que  par  con- 
féquent  elle  devient  continuellement  dix 
fois  moindre  en  allant  de  la  gauche  vers 
la  droite  , on  pourra  en  le  conformant  à 
cette  loi  avancer  encore  davantage  vers 
la  droite  , & on  obtiendra  des  chiffres  dont 
la  fignification  continuera  de  devenir  dix 
fois  moindre.  Mais  à quoi  il  faudra  bien 

M 2 
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faire  attention , c’eft  la  place  où  les  chiffres 
ont  leur  valeur  naturelle  , on  l’indique  par 
une  virgule  qu’on  met  après  ce  rang.  Si 
l’on  rencontre  donc , par  exemple , le  nom- 
bre 36,54891,  voici  comme  il  faut  l’en- 
tendre : le  chiffre  6 d’abord  a fa  valeur 
naturelle  ; Sc  le  chiffre  3 , qui  eft  au  fécond 
rang , lignifie  30.  Mais  le  chiffre  5 qui  vient 
après  la  virgule  , ne  lignifie  que  ~ ; en- 

fuite  le  .4  ne  vaut  que  ~ ; le  chiffre  8 figni- 
fie  rL  i le  chiffre  ? lignifie  ^ ; & le 
chiffre  *7^^.  On  voit  donc  que  plus 
ces  chiffres  avancent  vers  la  droite , plus 
leurs  valeurs  diminuent , & qu’à  la  fin  ces 
valeurs  deviennent  fi  petites  , qu’on  peut 
avec  raifon  les  regarder  comme  nulles  (*). 

(*)  Les  opérations  de  l’Arithmétique  fe  pratiquent 
fur  les  fraétions  décimales  de  la  même  maniéré  que  fur 
les  nombres  entiers  ; il  y a feulement  quelques  précau- 
tions à prendre  après  l’opération  pour  placer  la  virgule 
qui  fepare  les  nombres  entiers  des  décimales.  On  peut 
confulter  fur  ce  fujet  prefque  tous  les  Traités  d'Arithmé— 
tique.  Lorfque  dans  la  multiplication  de  ces  fraûions  le 
multiplicande  & le  multiplicateur  ortt  un  grand  nombre 
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Voilà  l’efpece  de  nombres  qu’on  nomme 
fractions  décimales  , & c’eft  de  cette  ma- 
niéré auffi  qu’on  indique  les  logarithmes 
dans  les  tables.  On  y exprime  , par  exem- 
ple, le  logarithme  de  i par  0,3010300,011 
nous  voyons  1 .°  que  puifqu’il  y a un  o de- 
vant la  virgule , ce  logarithme  ne  fait  pas  un 
entier,-  z°.  que  fa  valeur  eft  -j- 

i 10000  I 100000  !■  1000000  I 10000000*  peut 
remarquer  qu’on  auroit  bien  pu  omettre 
les  deux  derniers  zéros , mais  c’eft  qu’ils 
fervent  à indiquer  que  le  logarithme  en 
queftion  ne  contient  aucune  de  ces  parties 
qui  ont  1000000  & 10000000  pour  dé- 
nominateur. On  ne  nie  pas  au  relie  qu’on 

de  décimales , l’opération  feroit  fort  longue  & donnèrent 
un  réfultat  beaucoup  plus  exaét  qu’on  n’en  a befoin  com- 
munément ; mais  on  peut  la  Amplifier  par  une  méthode 
qui  ne  fe  trouve  pas  dans  beaucoup  d’Auteurs  , & que 
M.  Marie  a indiquée  dans  fon  édition  des  Leçons  de 
Mathématiques  de  M.  'de  la  Caille  , où  il  explique  aulH 
une  méthode  femblable  pour  la  diviûon  des  décimales. 

¥ J 
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n’eût  pu  trouver , en  continuant  encore  t 
des  parties  plus  petites  ; mais  pour  ce  qui 
eft  de  celles-ci  on  les  néglige  à eau  le  de 
leur  extrême  petirefle. 

246. 

Le  logarithme  de  3 fe  trouve  exprimé 
dans  les  tables  par  0,4771x1$  » on  voit 

1 » 

donc  qu’il  ne  contient  point  d’entier , & 
qu’il  eft  compofé  des  fra&ions  fuivantes  : 
± _i_  JL  _] 1 I ï ! î L 1 .. 

10  I 100  I 1000  I 10000  I 100000  "T  1000000 

4-ïdbs*  Mais  11  ne  p3S  croire  que 

de  cette  maniéré  le  logarithme  Toit  afligné 
avec  la  derniere  précilîon.  On  peut  feu- 
lement être  certain  que  l’erreur  eft  moin- 
dre que  de  ; il  eft  vrai  d’un  autre 
côté  que  cette  erreur  eft  fi  petite , qu’on 
peut  très-bien  la  négliger  dans  la  plupart 
des  calculs. 

247. 

Suivant  cette  façon  d’exprimer  les  lo- 
garithmes , celui  de  1 doit  être  indiqué 
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par  0,0000000,  puifqu’il  eft  réellement 
= o.  Le  logarithme  de  ioeft  1,0000000, 
où  l’on  reconnoît  qu’il  eft  exaélement=  1. 
Le  logarithme  de  1 00  eft  2,0000000  , ou 
exa£lement  = 2.  Et  l’on  peut  en  conclure 
que  les  logarithmes  de  tous  les  nombres  qui 
font  contenus  entre  10  & 100,  & par  con- 
féquent  compofés  de  deux  chiffres , que  ces 
logarithmes , dis-je , font  compris  entre  1 
& 2 , & par  conféquent  qu’ils  doivent  s’ex- 
primer par  t une  fraction  décimale.  C’eft 
ainft  que  L.  30  = 1,6989700  ; fa  valeur 
eft  donc  l’unité , & outre  cela  ~-a  -f~  7a> 
-1-  — — I — - — I On  n’aura  pas  de 

1 1000  1 10000  l 1 00000  r 

peine  à remarquer  de  même  que  les  loga- 
rithmes des  nombres  entre  100  & tooo 
s’expriment  par  2 entiers  avec  une  fraftion 
décimale.  Ceux  des  nombres  entre  1000 
& 1 0000 , par  3 -j-  une  fra&ion  décimale. 
Ceux  des  nombres  entre  10000  & 1 00000 

N 

par  4 entiers  joints  à une  telle  fra&ion  , 
& ainft  de  fuite.  Le  log.  800,  par  exem- 
le  , eft  = 2,9030900  j celui  de  2290  eft: 

3>3  59835  î >&c-  Miv 
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248. 

Les  logarithmes  au  contraire  des  nom- 
bres moindres  que  1 o , ou  qui  ne  s’expri- 
ment que  par  un  feul  chiffre  , ne  font  pas 
un  entier , & voilà  pourquoi  on  trouve  un 
o devant  la  virgule.  Ainfi  nous  avons  deux 
parties  à confidérer  dans  un  logarithme.  La 
première  eft  celle  qui  précédé  la  virgule 
& qui  indique  les  entiers  quand  il  y en  a ; 
l’autre  indique  les  fraélions  décimales  qu’il 
faut  ajouter  aux  entiers.  La  partie  première 
ou  entière  d’un  logarithme-,  qu’on  nomme 
le  plus  fouvent  la  caraEériJlique , le  déter- 
mine facilement  d’après  ce  que  nous  avons 
dit  dans  l’article  précédent.  Elle  eft  o pour 
tous  les  nombres  qui  n’ont  qu’un  chiffre  \ 
elle  eft  1 pour  ceux  qui  en  ont  deux  ; elle 
eft  i pour  ceux  qui  en  ont  trois , & en 
général  elle  eft  toujours  d’une  unité  moindre 
que  le  nombre  des  chiffres.  Si  donc  on 
demande  le  logarithme  de  1 766 , on  fait 
déjà  que  la  première  partie  , ou  celle  des 
entiers , eft  3 néceffairement. 
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249.  ' 

Ainfi  réciproquement  on  reconnoît  à la 
première  infpe&ion  de  la  première  partie 
d’un  logarithme , de  combien  de  chiffres 
eft  compofé  le  nombre  qui  répond  à ce 
logarithme  ; puiCque  le  nombre  de  ces 
figures  eft  toujours  d’une  unité  plus  grand 
que  la  partie  des  entiers  du  logarithme.  Si 
on  avoit  trouvé , par  exemple , pour  le  loga- 
rithme d’un  nombre  inconnu  6,4771113  , 
on  fauroit  d’abord  que  ce  nombre  doit  être 
de  fept  chiffres , & plus  grand  que  1 000000. 
Et  en  effet  ce  nombre  eft  3000000  ; car 
log.  3000000  = L.  3 -j-  L.  1 000000.  Or 
L. 3 = 0,4771113  , & L.  1000000  = 6, 
& la  Comme  de  ces  deux  logarithmes  eft 
6,4771213. 

250. 

Le  principal  pour  chaque  logarithme  eft 
donc  la  fraftion  décimale  qui  fuit  la  vir- 
gule , laquelle  même  une  fois  connue  fert 
pour  plufieurs  nombres.  Pour  prouver  ceci. 
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confidérons  le  logarithme  du  nombre  365  : 
fa  première  partie  eft  z fans  contredit  ; 
quant  à l’autre  ou  la  fraftion  décimale  , 
indiquons-la , pour  abréger  , par  la  lettre  x. 
Nous  avons  donc  L.  365  = z-j-x.  Or  en 
multipliant  continuellement  par  1 o , nous 
aurons  L.  3 650=3 -j-x;  ^36500=4-4-^,- 
1-365000=  5 -j-* , & ainfi  de  fuite.  Mais 
nous  pouvons  auffi  rebrouffer  & divifer 
continuellement  par  1 o , cela  nous  don- 
nera L.36,5  = I ~\~x;  L.3,65  =0-j-x; 
1-0,365= — l-\-x  ; L.0,O365= — \-\-x  i 
L.  0,003  6 5 = — i~\~x  » & sinfi  de  fuite. 

• 25I. 

Tous  ces  nombres  donc  qui  proviennent 
des  figures  365  , foit  précédées,  foit  fui- 
vies  de  zéros,  ont  toujours  la  même  frac- 
tion décimale  pour  fécondé  partie  du  loga- 
rithme ; & toute  la  différence  roule  fur 
le  nombre  entier  qui  eft  devant  la  virgule , 
lequel  peut  même , comme  nous  avons  vu, 
devenir  négatif,  favoir  quand  le  nombre 
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propofé  eft  plus  petit  que  1.  Or  comme 
les  Calculateurs  ordinaires  ont  de  la  peine 
à traiter  les  nombres  négatifs , on  a cou- 
tume dans  ce  cas  d’augmenter  de  10  les 
entiers  du  logarithme  , c’eft-à-dire  qu’on 
écrit  10  au  lieu  de  o devant  la  virgule. 
De  forte  qu’à  la  place  de  — 1 on  a 9 ; 
au  lieu  de  — x on  a 8 ; au  lieu  de  — 3 
on  a 7 , &c.  Mais  il  ne  faut  jamais  oublier 
alors  que  la  cara&ériftique  a été  prife  de 
dix  unités  trop  grande  , & ne  pas  s’ima- 
giner que  le  nombre  eft  de  10,  ou  9 ou  8 
chiffres.  On  fènt  bien  que  fi  dans  le  cas 
dont  nous  parlons , cette  caraétériftique  eft 
plus  petite  que  1 o , on  ne  peut  commencer 
à écrire  les  chiffres  du  nombre  qu’après 
une  virgule.  Par  exemple,  que  fî  la  carac- 
tériftique  eft  9 , on  doit  commencer  au 
premier  rang  après  une  virgule  ; que  fi  elle 
eft  8 , il  faut  mettre  encore  un  zéro  à ce 
premier  rang , & ne  commencer  à écrire 
les  chiffres  qu’au  fécond  rang.  C’eft  ainfi 
que  9,56x1919  feroit  le  logarithme  de 
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0,365  , & 8,56x2929  le  log.  de  0,0365. 
Mais  c’eft  dans  les  tables  des  finus  princi- 
palement qu’on  fait  ufage  de  cette  maniéré 
d’écrire  les  logarithmes. 

2 5 2. 

On  trouve  dans  les  tables  ordinaires  les 
décimales  des  logarithmes  pouffées  jufqu’à 
fèpt  chiffres  ou  figures  , dont  la  derniere 
par  conféquent  indique  les  , & on 

eft  sûr  qu’ils  ne  font  jamais  en  défaut  d’une 
telle  petite  partie  entière , & que  l’erreur 
ne  peut  donc  être  d’aucune  importance. 

11  y a cependant  des  calculs  où  l’on  a befoin 
d’une  précifion  encore  plus  particulière  \ 
on  le  fert  alors  des  grandes  tables  de  Viactj , 
où  les  logarithmes  le  trouvent  calculés  en 
dix  décimales.  • - 

253* 

Comme  la  première  partie , ou  la  carac- 
tériftique  d’un  logarithme  , n’eft  fujette  à 
aucune  difficulté  , on  l’indique  rarement  • 
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dans  les  tables  j on  n’y  exprime  que  la 
fécondé  partie , ou  les  fept  figures  de  la 
fra&ion  décimale.  On  a des  tables  angloifes 
où  l’on  trouve  les  logarithmes  de  tous  les 
nombres  depuis  1 jufqu’à  100000,  & 
même  ceux  de  nombres  plus  grands , parce 
que  de  petites  tables  additionnelles  indi- 
quent ce  qu’il  faut  ajouter  aux  logarithmes, 
à raifon  des  chiffres  que  les  nombres  pro- 
pofés  ont  de  plus  que  dans  les  tables.  On 
trouve , par  exemple , le  logarithme  de 
379456  facilement,  par  le  moyen  de  celui 
de  37945  & des  petites  tables  dont  nous 
parlons  (*). 

(*)  Ces  tables  angloifes  font  celles  que  Schenvln.  publia 
au  commencement  de  ce  fiecle  , & qui  ont  été  réim- 
primées plufieurs  fois  ; on  les  trouve  atiifi  dans  les  tables 
de  Gard'tncr , dont  les  Agronomes  fe  fervent  communé- 
ment , & qui  viennent  d’ê.re  réimprimées  à Avignon. 
11  eft  bon  de  remarquer  à l’cgard  de  ces  tables  , que 
comme  les  logarithmes  n’y  font  pouffes  que  jufqu’à  fept 
caraôeres , abftraélion  faite  de  la  caraélériftique , on  ne 
peut  par  leur  moyen  opérer  avec  une  entière  exa&itude 
que  fur  des  nombres  qui  n’aient  pas  plus  de  fut  carac- 
tères ; mais  quand  on  emploie  les  grandes  tables  de  VUcq , 
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2 5 4* 

On  comprendra  aifément  par  ce  qui  a 
été  dit , comment , ayant  trouvé  un  loga- 
rithme , on  doit  prendre  dans  les  tables  le 

où  les  logarithmes  font  pouffes  jufqu'à  dix  carafleres  en 
décimales  , on  peut , en  prenant  les  parties  proportion- 
nelles , opérer , fans  commettre  aucune  erreur  , fur  des 
•nombres  qui  aient  jufqu’à  neuf  caraéteres.  La  raifon  de 
ce  que  nous  venons  de  dire  & les  moyens  de  faire  fervir 
facilement  ces  tables  à des  opérations  fur  de  plus  grands 
nombres , fe  trouvent  très-bien  expliqués  dans  les  EU- 
j mens  d’ Algèbre  de  Savnderson  , Liv.  IX  , IL*  Part. 

Ces  tables , au  refte  , ne  donnent  direôement  que  les 
logarithmes  qui  répondent  à des  nombres  propofés  , & 
lorfqu’on  veut  repaffer  des  logarithmes  aux  nombres, 
comme  on  rencontre  rarement  dans  les  tables  le  loga- 
rithme que  l’on  a , on  eft  obligé  le  plus  fouvent  de 
chercher  ces  nombres  par  une  méthode  d'interpolation, 
c’efl-à-dire , par  une  voie  indire £te.  Pour  fuppléer  à ce 
défaut  on  a calculé  en  Angleterre  une  autre  table , qui 
a été  publiée  à Londres  en  174a , fous  le  titre  de  The 
Anu-logarit/imie  Canon  , &c.  by  James  Dodson  , & qui 
eft  encore  a (fez  peu  connue  ; on  y trouve  les  décimales 
des  logarithmes  rangées  par  ordre  depuis  0,0001  jufqu’à 
1,000c,  & à côté  les  nombres  correfpondans  poulies 
jufqq’à  onze  chiffres  ; on  y trouve  aufli  les  parties  pro- 
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nombre  qui  lui  convient.  Cela  deviendra 
encore  plus  clair  par  un  exemple  : mul- 
tiplions les  nombres  343  & 2401.  Puis- 
qu’il faut  ajouter  enfemble  les  logarithmes, 
on  écrira  le  calcul  de  la  façon  qui  fuit': 

L.  343=2,5352941 

L.  240 1=3, 38039  2 2 

( - — — 

5,9156863 

6847 

16. 

Le  nombre  cherché  eft  donc  823543.  > 
Car  la  fomme  eft  le  logarithme  du  pro- 
duit cherché  j on  voit  par  fa  caraflériftique 

5 que  ce  produit  eft  compofé  de  fix  chiffres, 

6 ceux-ci  Ce  trouvent  par  le  moyen  de 
la  fra&ion  décimale  & de  la  table , être 
823543. 

255. 

Comme  c’eft  en  particulier  dans  lex- 
tra&ion  des  racines  que  les  logarithmes 

portionnelles  néceflaires  pour  déterm  ner  les  nombres 
qui  répondent  aux  logarithmes  intermédiaires  qui  ne  fe 
trouvent  pas  dans  la  table. 
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rendent  de  grands  fervices , donnons  auflî 
un  exemple  de  la  maniéré  dont  on  les 
applique  à cette  partie  du  calcul.  Suppofez 
qu’il  sagifle  d’extraire  la  racine  quarrée  de 
10.  Vous  divifez  Amplement  par  1 le  lo- 
garithme de  10  , qui  eft  1,0000000  j le 
quotient  0,5000000  eft  le  logarithme  de  la 
racine  cherchée.  Or  le  nombre  qui  dans 
les  tables  répond  à ce  logarithme  , eft 
3,16x18  , dont  le  quarré  eft  effeftivement 
égal  à 1 o , à un  cent  millième  près  dont 
il  eft  plus  grand. 


/• 

Section 
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SECTION  SECONDE. 


Des  différentes  Méthodes  de  Calcul 
pour  les  Grandeurs  compofées  ou 
complexes . 


CHAPITRE  PREMIER. 

« 

De  l'Addition  des  Quantités  complexes. 

25  6. 

. • • ‘ . I * 

IjORSQu’on  a deux  ou  plufieurs  for* 
mules  compofées  de  plufieurs  termes  à 
ajouter  enfemble , on  ne  fait  fouvent  qu’in- 
diquer cette  addition  par  des  lignes , en 
mettant  chaque  formule  entre  deux  pa- 
renthefes , & en  la  liant  avec  les  autre^ 
par  le  moyen  du  figne  -j-.  S’il  s’agit , par 
exemple , d’ajouter  enfemble  les  formules 
Tome  I.  N 
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a + ^+c  8c  d -J- 1 -\-f , or  indique  la 
fomme  en  cette  maniéré  : 

<«+*+0+(<M-H-/). 

157- 

On  fcnt  bien  que  ce  n’eftpas  là  effectuer 
l’addition  , que  ce  n’eft  que  l’indiquer.  Mais 
on  voit  aufîi  que  pour  la  faire  réellement 
on  n’a  qu’à  omettre  les  crochets  ; car  le 
nombre  d-\-e-\-f  devant  être  ajouté  à 
l’autre  , on  fait  que  cela  fe  fait  en  y joignant 
d’abord  -f -d  , enfuite  -j-e  & enfuite  -j-  f ; 
ce  qui  donne  donc  la  fomme  a-\-b-^-c 

On  fuivroit  la  même  voie , fi  quelques- 
uns  des  termes  étoient  affeétés  du  figne  — j 
il  faudroit  les  joindre  de  la  même  façon, 
moyennant  le  figne  qui  leur  eft  propre. 

258. 

Afin  de  rendre  ceci  plus  clair , nous 
«onfidérerons  un  exemple  en  nombres  purs  $ 
nous  nous  propoferons  d’ajouter  à la  for- 
mule 12—8  cette  autre  15 — 6.  Si  nous 
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commençons  donc  par  ajouter  1 ç , nous 
aurons  1 2 — 8 -f-  • 5 j or  c’étoit  ajouter 
trop , puifqu’il  ne  falloit  ajouter  que  1 5 — 6 , 
& il  eft  clair  que  c’eft  6 que  nous  avons 
ajouté  de  trop.  Otons , reprenons  donc  ces 
6 en  les  écrivant  avec  leur  ligne  négatif, 
nous  aurons  la  fomme  véritable 
12  — 8-f-i  j — 6. 

D’où  l’on  voit  que  les  fommes  fe  trou- 
vent en  écrivant  tous  les  termes , chacun 
avec  le  ligne  qui  lui  eft  propre. 

259. 

S’il  eft  donc  queftion  d’ajouter  la  for- 
mule d — e — f à la  formule  a — b-\-c  , 
on  exprimera  la  fomme  ainfi  : 

a — b —J—  c — |— </ — e — f y 
en  remarquant  cependant  qu’il  n’importe 
en  rien  dans  quel  ordre  on  écrit  ces  termes. 
On  peut  les  changer  de  place  à volonté, 
pourvu  qu’on  leur  conferve  leurs  lignes. 
Cette  fomme  pourroit , par  exemple , 
s’écrire  ainli  : 

c — c -4-  a — f 4-  d — b. 

N 2 
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I 

On  voit  a fiez  que  l’addition  ne  fouffre 
aucune  difficulté  , de  quelque  forme  que 
foient  les  termes  à ajouter.  S’il  falloit  ajouter 
enfcmble  les  formules  la?  -j-  <5  y/ é — 4L  c 

V 

& 5 ÿ a — 7 c * on  ccriroit 

rai  6 y//>  — 4 L.c*-j-  5 \/ a — 7 c , 
foit  dans  cet  ordre  même , foit  en  chan- 
geant cet  ordre  des  termes.  La  fomme 
reviendra  toujours  à cela , fi  l’on  ne  change 
pas  les  lignes. 

26l. 

Mais  il  arrive  fouvent  que  les  fommes 
trouvées  de  cette  maniéré  peuvent  le  ré- 
duire confidérablement  : favoir , quand 
deux  ou  plufieurs  termes  fè  détruifent  les 
uns  les  autres.  Par  exemple  , fi  l’on  ren- 
contre dans  une  même  fomme  les  termes 
-J- a — a ou  3 a — 4a-|-a,*  ou  bien  quand 
on  peut  réduire  deux  ou  plufieurs  termes 
en  un  feul.  Voici  des  exemples  de  cette 
fécondé  réduélion  : 
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v 3 a-j-2a  = ja;  ’j  b — 3 ^ = —{—4  ^ ^ 

— 6 c -J—  1 o c = — j-  4 c ; 

5 a — 8 a = — 3 a ; — y b b = — 6b; 

s —3  c — 4C  = — y a 

I la — 5 a— |— <r= — ia; — 3 b — }b-\-ib=. — 6b. 

On  peut  donc  abréger  toutes  les  fois  que 
deux  ou  plufieurs  termes  font  entièrement 
les  mêmes  quant  aux  lettres.  Mais  il  ne 
faut  pas  confondre  ces  cas  avec  ceux-ci 
iaa-j-  ja  , ou  2 b1  — b4  j ceux  de  cette 
efpece  ne  fouffrent  point  de  réduction. 

t 

262. 

' / 

Confidérons  encore  quelques  exemples 
de  rédu&ion  $ le  fuivant  nous  conduira 
d’abord  à une  vérité  très-utile.  Suppofezqu’il 
faille  ajouter  enfemble  les  formules  a-\-b 

6 a — b i notre  réglé  donne  a-\-b-\-a — b ; 
or  a-^-a—  ta , tk  b—b= o;  la  fomme 
eft  donc  la  ; par  conféquent  fi  l’on  ajoute 
enfemble  la  fomme  de  deux  nombres  (a-j -b) 
& leur  différence  (a — b ),  on  obtient  le 
double  du  plus  grand  de  ces  deux  nombres» 

N 3 
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Voici  encore  d’autres  exemples  : 


3 a — ib — c 

a?  — 2 aab-\-  labb 

5 b — 6c-\-a 

— aab^-zabb  — b ’ 

4a-\~T)b  7c 

al  — "^aab  —j—  41 ibb — 

CHAPITRE  II. 

i 

De  la  Soujlraclion  des  Quantités  complexes. 

263. 

Si  on  ne  veut  qu’indiquer  la  fouftraflion, 
011  enferme  chaque  formule  entre  deux 
crochets  , en  joignant  par  le  ligne  — la 
formule  qui  doit  être  fouftraite  à celle  dont 
il  faut  la  fo libraire^ 

En  fouflrayant , par  exemple,  la  formule 
e~h/  de  la  formule  a — b-\-c , on  trouve 
le  refie  ■ 

(a  — b-\-c)  — (d—e-\-f)  ; 

6c  cette  façon  de  l’indiquer  donne  fuffifam- 
ment  à connoître  laquelle  des  deux  for- 
mules doit  être  fouftraite  de  l’autre. 
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264. 

Mais  quand  on  veut  efteéluer  réellement 
la  fouftraélion  , il  faut  obferver  première- 
ment , qu’en  fouftrayant  d’une  quantité  a 
une  autre  quantité  politive  -f-  b , on  obtient 
a — b.  En  fécond  lieu  , qu’en  fouftrayant 
de  a une  quantité  négative  — b , on  ob- 
tient a-\-b  ; parce  qu’ôter  à quelqu’un  une 
dette  eft  autant  que  lui  donner  quelque 
choie. 

265. 

Suppofons  maintenant  qu’il  s’agifle  de 
fouftraire  de  la  formule  a — c la  formule 
b — d. , on  ôtera  d’abord  b ; ce  qui  donne 
a — c — b : or  c’étoit  ôter  la  quantité  d de 
trop , puifqu’il  ne  falloit  fouftraire  que  b — d; 
il  faudra  donc  rellituer  la  valeur  de  d , 
& on  aura 

a — c — — b -J-  d f 

d’où  il  eft  évident  qu’il  faut  changer  les 
fîgnes  des  termes  de  la  formule  à fouftraire , 

N 4 
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& ics  joindre  avec  ces  lignes  contraires  aux 
termes  de  l’autre  formule. 

2 66. 

Il  ell  donc  facile , moyennant  cette  réglé, 
de  faire  la  fouflraélion , puifqu’on  ne  fait 
qu’écrire  , telle  qu’elle  ell , la  formule  de 
laquelle  il  faut  fouftraire  , & que  l’autre 
s’y  joint  fans  autre  changement  que  celui 
des  lignes.  C’eft  ainfx  que  dans  le  premier 
exemple , où  il  s’agiffoit  de  fouftraire  de 
a — b-\-c  la  formule  d — c-J -f , on  obtient 
a — ^ — j— c — d- {-e — f. 

Un  exemple  en  nombres  rendra  cela 
encore  plus  clair.  Si  on  fouftrait  la  formule 
6 — i -J-  4 de  9 — 3-j-ijOn  obtient 

9 — 3-j-2  — 6-f-^  — 4=°» 

cela  ell  évident  ; car  9 — 3 — |—  2.  = 8 ; de 
même  6 — z -}-  4 = 8 > or  8 — 8=0. 

267. 

La  foullraélion  n’étant  donc  fujette  à 
aucune  difficulté , il  ne  relie  qü’à  faire 
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remarquer  que  fi  dans  le  refte  il  fe  trouve 
deux  ou  plufieurs  termes  tout-à-fait  fem- 
blables  quant  aux  lettres  , ce  refie  peut  fe 
réduire  -h  une  expreflion  plus  abrégée , 
fuivant  les  mêmes  réglés  que  nous  avons 
données  pour  les  fommes  dans  l’addition. 

268. 

Qu’on  ait  à foufiraire  de  a-\-b , ou  de 
la  fomme  de  deux  quantités , leur  différence 
a — b , on  aura  d’abord  a-^-b  — a-\-b  ; or 
a — a= o & b-\-b~xb  ,•  le  refte  cherché 
eft  donc  2 b , c’eft-à-dire  le  double  de  la 
plus  petite  des  deux  quantités. 

269. 

Les  exemples  fuivans  tiendront  lieu 
d’éclairciffemens  ultérieurs  : 


ciaAç-ab-\-bb 

5a — 4^“J"5C 

bb-\-ab — aa 

ib-\-^c — 6a 

iaa. 

9 a — 6b-\-c. 

\ 


\ 
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«’+  3 aab— j-  j a b b— ]-bz 
a 1 — }aab-\-  yabb — bJ 

6aab-\-  2 b\ 
y/a-]-  i\/b 

y/a  3 y/ y 

+ 5 y/ t’- 


eu XV  \T  RE  III. 

De  la  multiplication  des  Quantités 
complexes% 

270. 

JLjORSQu’il  n’eft  queftion  que  d’indiquer 
Amplement  une  telle  multiplication  , on 
met  entre  deux  crochets  chacune  des  for- 
mules qui  doivent  être  multipliées  enfem- 
ble , & on  les  joint  les  unes  aux  autres  , 
quelquefois  fans  aucun  figne  , quelquefois 
en  mettant  un  point  ou  le  figne  * entre 
deux.  Par  exempl.  pour  indiquer  le  produit 
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des  deux  formules  a — b-\-c  & d — e-\-f 
multipliées  l’une  par  l’autre,  on  écrit 
(a — b-\-c) . (d — e+f)  ou  ( a — b+c)  X (d — *+/). 

On  fe  fert  beaucoup  de  cette  façon  d’in- 
diquer les  produits  , parce  qu’elle  donne 
à connoître  fur  le  champ  de  quels  fa&eurs 
ils  font  compofés. 

27I. 

Mais  pour  montrer  comment  on  doit  s’y 
prendre  pour  faire  une  multiplication  ef- 
fective , nous  remarquerons  d’abord  que 
pour  multiplier , par  exemple , une  formule 
comme  a — b-\-c  par  2,  on  en  multiplie 
chaque  terme  féparément  par  ce  nombre, 
de  forte  qu’on  obtient 

1 a — 2 b — J-*  2 c. 

Or  la  même  chofe  a lieu  pour  tous  les 
autres  nombres.  Si  c’étoit  par  d qu’il  fallût 
multiplier  la  même  formule  , on  obtien- 
droit 

ad — bd- ]-  cd. 
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272. 

Nous  avons  fuppofé  tout-à-l’heure  que 
d étoit  un  nombre  pofitif  $ mais  fi  c’eft  par 
un  nombre  négatif  comme  — e , que  la 
multiplication  doit  fe  faire , il  faut  fe  rap- 
peler la  réglé  que  nous  avons  donnée  plus 
haut , que  deux  lignes  contraires  multipliés 
enfemble  font  — , <$:  que  deux  fignes  égaux 
donnent  On  aura  donc  : 

— ae  -}-  be — ce. 

» / 

273. 

Pour  faire  voir  à préfent  comment  une 
formule , comme  A , quelle  foit  Simple  ou 
complexe , doit  être  multipliée  par  une 
formule  complexe  d — ey  nous  considére- 
rons d’abord  un  exemple  en  nombres  or- 
dinaires , en  fuppofimt  que  A doive  être 
multiplié  par  7 — 3.  Or  il  eft  évident  que 
c’eft  ici  le  quadruple  de  A qu’on  demande  ; 
car  fi  l’on  prend  d’abord  A fept  fois , il  fau- 
dra fouftraire  enfuite  A pris  trois  fois. 
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En  général  donc  s’il  s’agit  de  multiplier 
par  d — e , on  multipliera  la  formule  A 
d’abord  par  d & enfuite  par  e , & on  foufo 
traira  ce  dernier  produit  du  premier  j d’où 
rél’ulte  dA  — eA. 

Suppofons  maintenant  A— a — b , &:  que 
c’efl:  cette  quantité  ci  qu’il  fout  multiplier 
par  d — e ; nous  aurons 

d Az^ad — bd 
eA=ae  — be  ; 

donc  le prod.cherc.  — ad — bd — ae-\-be% 

i 

274- 

Puifque  nous  connoilTons  donc  le  pro- 
duit (a — b).  (</ — e) , & que  nous  n’avons 
pas  lieu  de  douter  de  fa  jufteffe  , nous  nous 
remettrons  le  même  exemple  de  multipli- 
cation fous  les  yeux  , fous  la  forme  que 
voici  : 

a — b 
d — e 


ad — bd — ae-\-be. 
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]1  nous  fait  voir  qu’il  faut  multiplier  chaque 
terme  de  la  formule  fupérieure  par  chaque 
terme  de  la  formule  intérieure , &:  que  pour 
ce  qui  regarde  les  figues  il  faut  oblèrver 
ftriftement  la  règle  donnée  plus  haut  j réglé 
qui  le  confirmeroit  par-là  entièrement , lï 
elle  avoit  pu  être  révoquée  en  doute  le 
moins  du  monde. 

275. 

Il  fera  facile , d’après  cette  réglé  , de 
calculer  l’exemple  luivant , qui  ell  de  mul- 
tiplier a-\-b  par  à — b : 

a-\-b 
a — b 
a ci  — db 

— cb — b b 

le  produit  fera  = aa  — b b. 

On  fait  qu’on  peut  fubllituer  pour  a Si  b 
des  nombres  déterminés  à volonté  j ainfi 
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l’exemple  que  nous  venons  de  donner y 
renferme  le  principe  que  voici  : le  produit 
de  la  fomme  de  deux  nombres  multipliée 
par  leur  différence  eft  égal  à la  différence 
des  quarrés  de  ces  nombres.  On  peut  ex- 
primer cette  vérité  en  cette  maniéré  : 

( a-\-b ) x (fl — b)  =aa  — b b. 

Et  on  en  conclut  cette  autre  vérité  : que 
la  différence  de  deux  nombres  quarrés  eft 
toujours  un  produit , & diviffble  tant  par 
la  fomme  que  par  la  différence  des  racines 
de  ces  deux  quarrés  ; & que  par  confé- 
quent  la  différence  de  deux  quarrés  ne 
peut  jamais  être  un  nombre  premier. 

277. 

Calculons  encore  quelques  autres  exem- 
ples : 

1.)  la — 3 II.)  j\aa — 6a-|- 9 

a— J— 2 ia-j-3 


laa- — 3 a 
-f-4û — 6 
laa-}-  fl — 6. 


8a’ — 1 zflfl-j-i  8a 
-|-i  2 aa — 1 8a-}-17 

8a’4-27.' 


J 
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III.)  3 aa — iab  — bb 
ta — 4 b 

6a' — 4 aab — xabb 

— I xaab-\-%abb-\-  ^b' 
6a' — 1 6aab-\-6abb-\~4b'. 


IV.)  aa-\-iab  -\-xbb 
aa — îab  -j -xbb  . 

û4-|-  2 a ' b-\- 1 aa  bb 
. — xa’b — 4 aabb — \ab' 

-J- xaahb-\-t\ab'  - \-ab 4 

a 4 4 b*. 


V.)  l aa — j ab  — 4 bb 
3 aa — 2 ab  -\-bb 

6a* — 9 a' b — I laabb 

—j^a'b  — j— 6aabb— |—  iab' 

-\-xaabb — 3 ab' — 4Æ4 

6a* — 1 3 a'  b — ^aabb-\-^ab' — 4 b*. 


VI.) 


ninitÎ7oH  hu  C .nnnlp 
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VI.) 

aa-\-bb  +cc — ab—ac—bc 
a-\-b  -}-£  ' 

a J -\-abb-\-acc — aab — aac — abc 

— abb — acc-\-aab-\-aac — abc  +£*  -\-bcc bbc 

— abc  — bcc+bbc+c"' 

4* — labc-t-b'+c3. 

278. 

Lorfqu’on  a plus  de  deux  formules  à 
multiplier  enlèmble  , on  comprendra  fans 
doute  qu’aprèsen  avoir  multiplié  deux  l’une 
par  l’autre , il  faut  enfuite  multiplier  ce 
produit  par  une  de  celles  qui  relient , & 
ainli  de-  fuite  -,  & qu’il  eft  indifférent  quel 
ordre  on  fuive  dans  ces  multiplications. 
Qu’on  fe  propofe  , par  exemple  , de  trou- 
ver la  valeur  du  produit  fuivant  compofé 
de  quatre  faéleurs  : 

I.  IL  III.  IV. 

(a-|-£)  (aa-\-ab-\-bb')  (a — b ) (aa — ab-^-bb")  , 

Tome  1.  O 
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no  .Elément 
on  multipliera  d’abord  les  faveurs  I & II  : 

II.  aa-\-ab-^-bb 
I.  a-\-b 

aa  b+abb 
-j-ao^-j-a  bb-\-b 1 

l.W.a'+iaab+iabb^b'. 

Après  cela  on  multipliera  les  fafteurs 
III  & IV  : 

1 V.  aa — ab-\-bb 

III.  a— b 

a ’ — aa  b-\-abb 
— aab-\-abb — bz 

III.  IV."?  — zaab-\-zabb — b ’. 

Il  refte  donc  à multiplier  le  premier  pro- 
duit I , II , par  ce  fécond  produit  III , IV  : . 

a>-p  zaab-\-zabb-\-b 3 I.  II. 

a} \aab-\-lcibb — III.  IV. 

*6-P  za  ’ b+ia*bb+ayb 1 

—za'b—4a*bb—4a}b'—iaab* 

+za*  bb+4*ibt  + 4aab*  + zab' 

— a 5 b 3 — 2 aab  4 — zab  ' — 

a6  — b6. 

Et  ceci  eft  le  produit  cherché. 


__ 


*79- 

Reprenons  le  même  exemple , rn^is  chan- 
geons-en l’ordre,  en  multipliant  d’abord 
les  formules  I & III , & enfuite  les  for- 
mules II  & IV  V‘  ’ i 

III.  -*  — 'b  K i:  '' 


'y“zruà^fai)  lfi  w 

r ~-ab — bb 


I..I1I.  =aa — i 

y ! r;fj  ro  o*. 


bb. 


c**r< 


V 


ii.  fla+û^  ,• 

1 V.aa—ab  -fb'b  : 

— a 5 b—aabb — ab 1 


-|-aa££-J-a£ s -j-£4 


II.  1 V.=«4+aaW  + ^. 


Iti  £ L É M E N S 


Multipliant  enfin  ces  deux  produits  I,  III 

& II,  IV:  . . ..  , 

n.  IV.  =a*-\-aabb+b* 

I.  III.  =aa — bb  \ ' / 

a6 -j-a4  bb-\-aab 4 
* — a*bb — aab 4 — b 6 

»•  j • « 

— . 

on  a a6-~rb6., 


qui  eft  le  produit  cherché. 

» 

280. 


Nous  ferons  ce  calcul  encore  dans  un 
autre  ordre  , en  multipliant  d’abord  la  I.re 
formule  par  la  IV.%  & enfuite  la  II.e  par 
la  m.e 

IV.  aa — ab  -\-bb  '■ 

r I.  a+b 

\ 1 ■ 

\ . ji? — aab-\-abb 

• -aab — abb-)fl$* . i 

L IV.  =a’-H5. 


1 


I 
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IL  aa-\-ab  -J -bb 
III.  a— b 

a?  -^-aab-^-abb 
— aab — abb — by  - 

II.  III.  =a'—b\ 

Il  refte  à multiplier  les  produits  I , IV, 

&:  II,  III. 

I.  IV.=a’+£’ 

II.III.  = fl»— b' 

<z6-J-a3  b* 

—a' b'  — b* 

& l’on  trouve  encore  a6 — b6. 

281. 

Il  eft  à propos  d’éclaircir  cet  exemple 
par  une  application  numérique.  Faifons 
a=  3 & b—  1 , nous  aurons  a-\-b=  j & 
a — b—i  ; de  plus,  a*= 9 , ab—6  , bb= 4^ 
Donc  aa-\-ab-\-bb—i  9 & aa — ab-^-bb=.j» 
Donc  on  demande  le  produit  de  j.  19. 1. 7, 
qui  eft  665. 

O 3 - 
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Or  a!-=  719  & b6=64 , par  confé- 
quent  le  produit  cherché  a6 — £‘=665  , 
comme  nous  venons  de  le  dire. 


CHAPITRE  IV. 

r * 

De  la  Divljion  des  Quantités  complexes. 

282. 

C^uand  on  ne  veut  qu’indiquer  la 
divifton , on  fe  fèrt  ou  de  la  marque  ordi- 
naire des  fraôions , qui  eft  d’écrire  le 
dénominateur  fous  le  numérateur , & en 
les  féparant  par  un  trait  ; ou  bien  de  deux 
crochets  qui  renferment  chaque  formule , 
& en  mettant  deux  points  entre  le  divi- 
lëur  & le  dividende.  S’il  eft  queftion  , par 
exemple,  de  divifer  a~\-b  par  c -{-</,  on 
indique  le  quotient  ainfi  , ^ , fuivant  la 
première  maniéré  ; & de  cette  façon , 
( a-\-b  ) : ( c-\-d)  , fuivant  la  fécondé.  L’une 
& l’autre  expreflion  fe  prononce  a-\-b 
divifé  par  c~\-d. 
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283. 

S’il  s’agit  de  divifer  une  formule  com- 
pofée  par  une  formule  (impie , on  divife 
chaque  terme  féparément.  Par  exemple  : 
6a — 8^— J— 4c  divifé  par  1 fait  3 a — 4 b-\-zc  i 
& (aa — zab)  : (a)=a-~zb.  De  même 
(cJ  — zaab-^-^abb)  : ( a)=.aa — -zab-^-^bb  i 
( $aab—6aac-\-%  abc  ) : ( xa)z=iiab— 3 
(çaabc— I zabbc+l  5 abcc ) :(3  abc )= 3 a— 4^4. 5 ç 
&c. 

' 284. 

S’il  arrive  qu’un  des  termes  du  dividende 
ne  foit  pas  divifible  par  le  divifeur , on  in- 
dique le  quorient  par  une  fraftion , comme 
dans  la  divifîon  de  a-\-b  par  a , qui  donne 
1+;.  De  même 
(aa— ab+bb):  (aa)=  1 — 

Par  la  même  raifon , fi  l’on  divife  za-\-b 
par  z 9 on  obtient  a-j-r*  & on  peut  re- 
marquer à cette  occafion  qu’on  pourroit 
écrire  \ b au  lieu  de  \ , parce  que  î fois  b 

O 4 
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eft  autant  que  h-,  Pareillement  j eft  autant 

que  ~bf  & j autant  que  j b , &c. 

285. 

Mais  quand  le  divifeur  eft  lui-même  une 
quantité  complexe , la  divifton  a plus  de 
difficultés.  Souvent  elle  a lieu  où  on  s’en 
doute  le  moins;  mais  lorfqu’elle  ne  peut 
fe  faire,  il  faut  fe  contenter  d’indiquer  le 
quotient  par  une  fraftion  , de  la  maniéré 
que  nous  avons  dit.  Nous  commencerons 
par  confidérer  quelques  cas  où  la  divifion 
effe&ive  réuffit. 

286. 

Supposons  qu’il  s’agifle  de  divifèr  le  di- 
vidende ac — bc  par  le  divifeur  a — b,  il 
faut  donc  que  le  quotient  foit  tel  qu’étant 
multiplié  par  le  divifeur  a — b , on  obtienne 
le  dividende  ac — bc.  Or  on  voit  aifément 
que  ce  quotient  doit  renfermer  un  c , puis- 
que fans  cela  on  ne  pourroit  obtenir  ac. 
Afin  donc  de  voir  fi  c eft  le  quotient  entier, 
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on  n’a  qu’à  le  multiplier  par  le  divifeur, 
& voir  fi  cette  multiplication  produit  le 
dividende  en  entier  , ou  fi  elle  n’en  donne 
qu’une  partie.  Dans  notre  cas , fi  nous  mul- 
tiplions a — b par  c , nous  avons  ac — bc  qui 
efi:  en  effet  le  dividende  même  j de  forte 
que  c eft  le  quotient  complet.  Il  n’eft  pas 
moins  clair  que 

(aa+ab):(a+b)z=.a  ; (3  aa—iab):( 3 a—lb)—€ ; 
(6aa — yab)'.(ia — }b)=}ay  &C. 

287. 

On  ne  peut  manquer  de  cette  maniéré 
de  trouver  une  partie  du  quotient  3 fi  donc 
ce  qu’on  a vu  multiplié  par  le  divifeur  , 
n’épuife  pas  encore  le  dividende  , on  n’a 
qu’à  divifer  le  réfidu  encore  par  le  divifeur, 
pour  obtenir  une  fécondé  partie  du  quo- 
tient } & l’on  continuera  de  la  même  ma- 
niéré jufqu’à  ce  qu’on  ait  trouvé  le  quotient 
en  entier. 

Divifons , afin  de  donner  un  exemple 
aa-\-}ab-\-ibb  par  a-\-b il  efi:  clair  en 
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l’écrire  le  premier  , & pour  ranger  enfuite 
les  termes  du  dividende  , en  commençant 
par  les  plus  hautes  puifîances  de  ce  premier 
terme  du  divifeur.  Ce  terme  étoit  a dans' 
l’exemple  précédent.  Les  exemples  fuivans 
rendront  la  chofe  encore  plus  claire  : 

a — b)a? — 3 aab- J-3  abi — b 5 (aa — 1 ab-^-bb 
a ’ — aab 

— iaab-)[-]abb 
— iaab-^-iabb 

-\-abb—b' 

— j —abb — b ’ 

* O. 


d-\-b)  aa — bb  (a— b 
• aa-\-ab 

— <ab — bb 
• — ab — bb 


O. 


Z?  A L G E B R e\  lu' 
tz<2“— 2gÆ-|— bb')  a* — 4a'  — | -6aabb — 
aa — iab-\-bb)  a 4 — za’^-j-  aabb 

— ialb-\-  j aabb — 40b' 

— ia'b-\~4aabb — îab ’ 

-j-  aabb — 2 ab^-^-b* 
aabb — îab'-^-b* 
O. 

aa—iab+^bb)  a*+4aabb+ 1 6b 4 
aa+ia^+4^)a4— 2a’^  +4<:a££ 

-f2a’£  + i6£4 
-f-za’Æ  ~4aabb+Sab't 

-\-4aabbSaP +i6b* 
. „ - +4aabb— 8ab'  + l6b4 
O. 

» ' 

aa—iab+ibb)  a4+4£4 
aa+iab+ibb ) a*—ia^b+iaabb 

+ia3b—iaabb+4b* 

4-ia'b—4aabb+4ab' 

+iaabb — 40^+4^ 
+iaabb—4a^,+^b* 
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* . 

I— l*-fxx)  I — 5 X+  I OXX—  I ox’-j-  5 x*—X  « 
l-jx+jxr-x3)  »—  ix+xx 

— ^X-\-()XX — iox1 

_'■  -~-ix+6xx — yxJ 

. :*  . +3**—  7*’+5*4 

, ; + 3**—  6^+3^ 


— X3+1X4 — Xf 

X’+IX4— X1 


CHAPITRE  V. 

/?*  la  Réfolution  des  Frayions  en  des  fuites 
infinies  (*). 

289. 

Q.  - * I * 

uand  le  dividende  n ’efl:  pas  divilible 
par  le  divifeur , le  quotient  s’exprime , 
comme  nous  l’avons  déjà  dit,  par  une 
fraftion. 

( * ) La  théorie  des  fériés  eft  une  des  plus  importantes  de 
toutes  ly  Mathématique?.  Lçs  fériçs  dont  il  eil  queflion 
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C’eft  ainfi  que  fi  l’on  doit  divifer  i par 
1 — a . on  obtient  la  fraétion  Celan’em- 

I —a 

pêche  pas  cependant  qu’on  ne  puiffe  en- 
treprendre la  divifion  fuivant  les  réglés  que 
nous  avons  données , & qu’on  ne  puifTe  la 
continuer  aufli  loin  qu’on  veut.  On  ne  laif- 
fera  pas  de  trouver  le  vrai  quotient , quoi- 
que fous  des  formes  différentes. 

29a 

Pour  le  prouver,  divifons  réellement  le 
dividende  i par  le  divifeur  1 — a,  comme 
on  va  voir  : 

dans  ce  chapitre  , ont  été  trouvées  par  Mcrcator  au  milieu 
du  fiecle  paffé  , & Newton  trouva  bientôt  après  celles 
qui  dérivent  de  l’extraélion  des  racines  , & dont  il  fera 
queftion  au  chapitre  xn.  Cette  théorie  a reçu  enfuite  un 
nouveau  degré  de  perfettion  de  plufieurs  autres  Géo- 
mètres diftingués.  Les  Œuvres  de  Jacques  Bernoulli  fie 
la  fécondé  partie  du  Calcul  différentiel  de  M.  Euler , font 
les  ouvrages  où  l’on  pourra  le  mieux  s’inftruire  fur  ces 
matières.  On  trouvera  aufli  dans  les  Mémoire*  de  Berlin 
pour  1768,  une  nouvelle  méthode  de  M.  de  U Grange 
pour  réfoudre  , par  le  moyen  des  fuites  infinies , toutes 
les  équations  littérales  de  quelque  degré  qu’elles  foient. 
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I— a)  i ou  i— a)  1 (i-f  tf-f~ 

-f-i  — a -{-  i — a 

réfidu  +a*  +a 

—J— a — aa 

réfidu  -J-  aa 

Pour  trouver  encore  un  plus  grand  nom- 
bre de  formes , on  n’a  qu’à  continuer  en 
divifant  a a par  i — a: 

a}  . a* 

I — a)aa(aa4~- — enfuite  I — a)  a?  ■ 

' ' 1 i-a  ' x 1 i -a 

aa-a>  a’ -à4 

+a 1 +a4 


& puis  I — a)  a4  (a4-{- 


»*• 


i-a 


-j-a5 , &C. 


29I. 

Nous  voyons  par-là  que  la  fraftion^ 
peut  fe  mettre  fous  toutes  les  formes  qui 
fuivent  : 


•O  '+rr;>  H-)  l+“+rr: 


III.) 
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III. )  1 -j-a-J-aa-J-  — j 

i-a 

IV. )  I -j-a-J-flfl-j-a’  -j-  j 

i -a 

V. )  i — f- <2  — a a — |— aJ  — [-<z4— |—  ^ , &c- 

i -a 

Or  en  confidérant  la  première  de  ces 
formules  , qui  eft  ï , & en  faifant 

attention  que  i eft  autant  que  nous 
avons 

+ * l-ü  | i—d+a l 

I -a  i -a  1 i-a  î -a  i-a* 

Si  on  fuit  le  même  procédé  pour  la  fé- 
condé formule  c’eft-à-dire  que 

l’on  réduife  la  partie  des  entiers  i-{-a  au 
même  dénominateur  î — a , on  aura  777,  à 
quoi  fi  ''on  ajoute  -j-  — on'aura  —““7—  , 

. c’eft-à-dire  — . 

I~a  à* 

Dans  la  3.®  formule  i-f -a-j-aa-j- — , 

les  entiers  , réduits  au  dénominateur  1 — a , 

font  ; & fi  on  y ajoute  la  fraftion 
i — a 

- — on  a _1_  i donc  toutes  ces  formules 
1 -a  »- 

Tome  /.  P 
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font  en  effet  égales  en  valeur  à la  fraftion 

propofée 

292. 

Cela  étant  on  pourra  aller  plus  loin  & 
auffx  loin  qu’on  voudra , fans  avoir  befoin 
de  calculer  davantage.  On  aura  donc 
aa  -J-  a3  -j-  a4  — a*  -J-  a6  -|-  a7 

; ou  bien  on  pourroit  continuer 

1 -a 

encore , & même  fans  jamais  finir.  C’eft 
pourquoi  l’on  peut  dire  que  la  fraftion  pro- 
pofée a été  réfolue  en  une  fuite  infinie  , 
laquelle  eft,  \-\-a-\-aa-\-a'  -\~a* -\-a' -\-a.6 

-j-û’^j-a'o  -j-a"  -fa'1  -{-  &c.  à 
l’infini.  Et  on  eft  très-fondé  à foutenir  que 
la  valeur  de  cette  férié  infinie  eft  la  même 
que  celle  de  la  fraélion 

293. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  peut , au 
premier  abord , paroître  étonnant  j mais  la 
confidération  de  quelques  cas  particuliers 
le  fera  comprendre  aifément. 
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Suppofons  premièrement  a—  i ; notre 
fuite  deviendra  i -|— i -f- 1 — |— i — j— i — J- 1 — 1 , 
&c.  jufqu’à  l’infini.  La  fraêlion  ~ , à la- 
quelle elle  doit  être  égale , devient  I ; or 
nous  avons  remarqué  plus  haut  que  i elt 
un  nombre  infiniment  grand  ; cela  le  con- 
firme donc  ici  d’une  maniéré  élégante. 

Mais  fi  l’on  fuppole  a=z  , notre  fuite 
devient  = i -f-2  — 4-f-8  — j—  1 <5— 3 2— {-64  , 
&c.  à l’infini , & fa  valeur  doit  être  -i- . 
c’eft-à-dire  — 1 ; ce  qui  au  premier 
coup  d’œil  femblera  abfurde.  Mais  il  faut 
remarquer  que  fi  l’on  veut  s’arrêter  à quel- 
que terme  de  la  férié  fufdite , on  ne  doit 
le  faire  qu’en  joignant  la  fraélion  qui  relie. 
Suppofons  , par  exemple  , que  nous  vou- 
lions nous  arrêter  à 64 , il  faudra , après 
avoir  écrit  1 — f-i— f-4— |— 8— }— 1 6-}— 3 z— j— 64  , 
joindre  la  fraélion  ou  ~ ou — 1 28  ; on 

aura  donc  1 27 — 1 28  , c’ell-à-dire  en  effet 
— 1. 

Que  fi  on  cootinuoit  fans  ceffe  la  fuite  , 

P 2 
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il  ne  feroit  à la  vérité  plus  queftion  de 
la  fra&ion,  mais  aufli  on  ne  s’arrêteroit 
jamais. 

294. 

Voilà  donc  des  confédérations  néceffai- 
res , quand  on  prend  pour  a des  nombres 
plus  grands  que  l’ur.ité.  Mais  fi  l’on  fuppofe 
a plus  petit  que  1 , tout  devient  plus  facile 
à concevoir. 

Soit,  par  exemple,  a—1--,  on  aura 
ac  r ==T  = 2 , ce  qui  fera  égal  à la  férié 

fuivante  : J -K+  H"H“S+5ï+è+'à 
&c.  à l’infini.  Or  fi  l’on  prend  deux  termes 

feulement  de  cette  fuite  , on  a 1 + 7 , & 
il  s’en  faut  de l-  qu’elle  ne  foit  égale  à 7^=1. 
Si  on  prend  trois  termes , il  s’en  faut  en- 
core de  ; car  la  fomme  eft  1 3~.  Si  l’on 
prend  quatre  termes  on  a t | , & il  ne 
manque  plus  que*.  On  voit  donc  que  plus 
on  prend  de  termes  , & plus  la  différence 
devient  petite  , & que  par  conféquent  fi 
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on  continue  à l’infini , il  n’y  aura  plus  de 
différence  du  tout  entre  la  l'oinme  de  la 
fuite  & la  valeur  2 de  la  fra&ion  — . 


295. 

I 

Soit  a=j  j notre  fra&ion  ^ fera=  î L 

à quoi  fe  réduit  par  conféquent 
la  fuite  1 &c* 

qu’à  l’infini. 

Quand  on  prend  deux  termes  on  a 1 ~ t 
& il  manque^.  Si  vous  prenez  trois  ter- 
mes , vous  avez  1 ^ , & il  manquera 
encore Prenez  quatre  termes,  vous  au- 
•rez  1 — , & la  différence  eft  j-.  Puis  donc 
que  l’erreur  devient  toujours  trois  fois 
moindre  , il  faut  bien  qu’à  la  fin  elle  s’éva- 
nouiffe. 


296.  ■ 

Suppofons  a = ~ ; nous  aurons  t » 

=3  , & la  fuite  1 +j-+;+^  + 57+^î 
&c.  jufqu’à  l’infini.  Prenant  d’abord  1 j , 
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l'erreur  eft  1 -y  prenant  trois  termes , qui 
font  2 ~ , l’erreur  eft  de  - ; prenant  quatre 
termes  on  a 2 ^ , & l’erreur  eft  encore 
de  £ 

297. 

1 f 

Si  a='- , la  fraftion  eft  T=7  = 1 1 . 

4 I-^  “ 3 » 

& la  fuite  devient  1 +i^  + è+*t«* 
&ç.  Les  deux  premiers  termes  faifant  1 , 

produiront  — d’erreur  ; & prenant  un  ter- 
me de  plus  on  a 1 ^ , c’eft- à-dire  feule- 
ment ^ d’erreur. 


On  pourra  de  la  même  maniéré  réfoudre 
en  férié  infinie  la  fra&ion  777 , en  divifant 
réellement  le  numérateur  1 par  le.  déno- 
minateur 1 -| -a,  cQmrae  on  va  voir  : 
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I -}-a)  l ( i — a-}-aa — a1  4“ a 4 

1 ~\~a 

— a 

— a — aa 


-J-aa 

-j-aa-j-a’ 


-|~a4 

-j-  a*  -}-  a’ 

— a’,  &C. 

d’où  il  fuit  que  la  fra&ion  —j  eft  égale  à 
la  fuite  , 

l — a-}-aa — a1 -j-a4 — a’ -[-a6 — a7,  &C. 

2 99* 

Si  l’on  pofe  a=i  , on  a cette  compa- 
raifon  remarquable  : 

T^7=ï  = i— * + *— ï + ï- I + I— 1 » 
&c.  à l’infini.  On  y trouvera  quelque  chofe 
de  contradi&oire  -,  car  fi  on  s’arrête  à — 1, 

P 4 
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la  férié  donne  o ; & fi  on  finit  par  -J-  1 , 
elle  donne  1.  Mais  c’eft  là  précifément  ce 
qui  tranche  le  nœud $ car  puifqu’on  doit 
continuer  jufqu’à  1 infini  fans  s’arrêter  jamais 
ni  à — 1 , ni  à — |—  1 , il  eft  clair  que  la 
fomme  ne  peut  être  ni  o ni  1 , & qu’il  faut 
que  ce  réfultat  final  tienne  un  milieu  entre 
ces  deux  , & qu’il  foit 

300. 

Faifons  à préfent  , notre  ffa&ion 

fera  JTî  =| , laquelle  doit  donc  exprimer 
*2  * 

la  valeur  de  la  férié  1 — ^ — ji 

-j-^j , &c.  à l’infini.  Si  l’on  ne  prend  de 
cette  férié  que  les  deux  premiers  termes, 
on  a ^ , ce  qui  eft  trop  peu  de  Si  l’on 
prend  trois  termes , on  a ~ , ce  qui  eft  trop 
de  \ Si  l’on  prend  quatre  termes , on  a 
| , ce  qui  eft  trop  peu  de  ^ , &c. 


Digitized  by  Google 


Suppofons  encore  a=j-;  notre  fraftion 
fera  = 7^I=ï,  & c’eft  à quoi  doit  fe 
réduire  la  férié  i— I-4-I — — 4-i. 1 
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’"f"7i9  > &c*  à l’infini.  Or  en  considérant 
feulement  deux  termes  on  a j , c’eft  trop 

peu  de^i  Trois  termes  font^,  c’eft  trop 
ji-  Quatre  termes  font  c’eft  trop  peu 
de  & ainfi  de  fuite. 

302. 

La  fra&ion  ^ peut  fe  réfoudre  encore 
d’une  autre  maniéré  j favoir  en  divifant  1 
par  a-j- 1 , comme  il  fuit  : 


*34  .Elémens 

H-‘)«  (i—  i+jr—  j-.+ï 


I 

a 

i J t. 

a aa 


-\~h 

+,i+i 


+? 

+f.+n 


L &c 

» . * 


Par  conlequent  notre  fraftion  ^ eft  égale 
à la  fuite  infinie  j — 7;  + ^ — p -f-  ^ 
— ^ , Scc.  Qu’on  faffe  a — i , on  aura  la 
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férié  i — 1 -f  1 — 1 + 1 — 1,  &c.  = ^ 
comme  ci-deflus.  Et  fi  l’on  fiippolè  <7—?, , 
on  aura  la  férié  — -4-i — — — 

1 . 4 I 8 16  T 31  64 

&C.  = I. 

î J , ■ , 

3°3* 

C’eft  d’  une  maniéré  lèmblable  qu’on 
pourra  réfoudre  généralement  en  une  fuite 
infinie  la  fraftion  — , on  aura 
. » \ / c bc  . bbc . b'c  0 

‘+i>‘  (;-5+s- - ** 


a 


— bc 
a 

— bc — bbc 


"X  l\  » :i  ; - 

* ' ! 

i:  ilo'-j  , 


d a y ■ 


da 

+ JV  - , 

a a a>  L : j 

— b'c 


— Æ’c  — i4c 
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d’oii  l’on  voit  qu’on  peut  comparer  -c+b  avec 

la  férié  jufqu’à l’in- 

fini. 1 ‘ 

Soit  a=  i,  t=4 , cr=3  , nous  aurons 

^=*=1=ï=î-î-H-»».  &c- 

Soit  û=io  , b=  i & c=i  i , nous  avons 

'=-!!-=. =11—^4- -il -Ü-&C. 

IO-f-1  10  IOO  I lOOO  IOOOO 

Si  on  ne  confidere  qu’un  feul  terme  de 
cette  fiiite , on  a ^ , ce  qui  eft  trop  de  ■-  ; 
fi  on  prend  deux  termes , on  a ~-0 , c’eft  trop 
peu  de  ^ } fi  on  prend  trois  termes , on  a 
, c’eft  trop  de  ^ , &c. 


XOOI 

1000 


3°4- 

Quand  il  y a plus  de  deux  termes  dans 
le  divifeur , on  peut  également  continuer 
la  divifion  jufqu’à  l’infini , de  la  même 
maniéré. 

C’eft  ainfi  que  fi  on  propofoit  la  fraéfion 
, la  fuite  infinie  à laquelle  elle  eft 
égale , fe  trouveroit  comme  il  fuit  : 
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i—  a-faa)  i (i+a — al — a4+a‘-|-a7 , &C. 
l-a-\-aa 
~\~A UA 

' -f-a — aa-\-a} 

— a* 

— a3  -{-a4 — a* 

— a 4 -|-a* 

— a4 -f-a'  — a‘ 

+? 

-\-a6 — a7  4-a* 

+a7  — a8 
+a7_a‘+a’ 
-a’. 

Nous  avons  donc  l’équation  t J—  = i 
— a’ — a4 -|- a6 a7 — a9  — a'0,  &C. 
fans  fin.  Si  nous  faifons  ici  a = i , nous 
avons  i = i — f-  i — i — 1 + 1 + 1 — i — i 
+ 1 + 1 , &c.  laquelle  férié  contient  deux 
fois  la  férié  trouvée  plus  haut  i — i— |—  i — i 
-j-l  , &ç.,or  comme  nous  avons  trouvé 
celle-ci  = ^ , il  n’eft  pas  étonnant  que  nous 
trouvions  jou  i pour  la  valeur  de  celle 
que  nous  venons  de  déterminer. 


t 

/ 

i 
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Ainfi  quand  la  racine  confiée  en  deux 
termes  ajoutés  enfemble  , comme  a-\-b  , 
le  quarré  renferme , i.°  les  quarrés  de  l’un 
& de  l’autre  terme , favoir  aa&bb;  i.°  le 
double  du  produit  des  deux  , favoir  îab. 
De  forte  que  la  fomme  aa-\-  ia b-\-bb 
eft  le  quarré  de  a-\-b.  Soit , par  exemple  , 
a— 10  & b=  3 , c’eft-à-dire  qu’il  foit  quef- 
tion  de  trouver  le  quarré  de  1 3 , on  aura 
ioo-t-6o-f-9  ou  169. 

308. 

On  trouvera  facilement , par  le  fecours 
de  cette  formule , les  quarrés  d’affez  grands 
nombres , en  les  partageant  en  deux  parties. 

, Pour  trouver  , par  exemple , le  quarré  de 
^ 7 , on  confidérera  que  ce  nombre  eû 
— 304-7  > d’où  l’on  conclut  que  fon  quarré 

eft=i50o4-700"i"49:=  3M9* 

3°9* 

On  voit  aufli  par-là  que  le  quarré  de 
û4-  1 feraaa4-za4- 1 : orpuifque  le  quarré 

* de 
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de  a eft  aa , on  trouve  donc  le  quarré  de 
a-j-i  en  ajoutant  à celui-là  2a-}- 1 9 & il  faut 
remarquer  que  ce  eft  la  fomme  des 

deux  racines  a & a-f-i. 

Ainfi  comme  le  quarré  de  10  eft  100, 
celui  de  11  fera  100-J-21.  Le  quarré  de 
57  étant  3249  , celui  de  58  eft  3249-1-1 1 5 
= 3364.  Le  quarré  de  59=3364-1-117 
= 3481;  le  quarré  de  60=3481-1-119 
= 3600 , &c. 

3 IO. 

Le  quarré  d’une  quantité  complexe  , 
comme  a-^-b  , s’indique  de  cette  façon  : 
(a-j-£)’.  On  a donc  (a-\~by=zaa-\-xab 
-j-  b b , d’où  l’on  déduit  les  équations  fui- 
vantes  : 

(«+l)*=«*+»«+1 8 («+»)*=  **+4«+4i 
(a  + 3)’=aa+6a+9i  (a+4)*=aa+8a+l6j 
&c. 

3”- 

Si  la  racine  eft  a — b , le  quarré  en  eft 
aa — 2 ab-\-bb , qui  renferme  par  conféquent 
Tome  1 . Q 
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auflï  le  quarré  des  deux  termes , mais  en 
forte  qu’il  faut  en  ôter  le  double  du  produit 
de  ces  deux  termes. 

Soit , par  exemple  , æ=IO  & b=i,  le 
quarré  de  9 fe  trouvera  = 100  — lo-j-i 
= 81. 

3 il. 

Puifque  nous  avons  l’équation  (a — b)' 
~aa — iab-\-bby  nous  aurons  (c — i)’ 
=aa — îa-J-i.  Le  quarré  de  a — 1 fe  trouve 
donc  en  fouftrayant  de  aa  la  fomme  des 
deux  racines  a & a — 1,  favoir  za — 1. 
Soit , par  exemple,  <1=50,  on  aaa=ijoo 
&:  a — 1 = 49;  donc  49a=jjoo — 99 
— 2401 . 

3*3- 

Ce  que  nous  avons  dit  peut  aufli  fe 
confirmer  & s’éclaircir  par  des  fraétions.  Car 
fi  l’on  prend  pour  racine  3-  - ( ce  qui  fait 

1 ) le  quarré  fera  : 


\ 
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De  plus  le  quarré  de  ^ Ç ou  de  i 

fera  1—1+'-=' 

4 3 t*  36 


314. 

Lorfque  la  racine  eft  d’un  plus  grand 
nombre  de  termes  , la  méthode  de  déter-f  , 
miner  le  quarré  eft  la  même.  Voici,  par 
exemple , comment  on  trouve  le  quarré 
de  a-f-£-}“c  : 

a~\~b  ~\~c 

a~\~b  • 

ûfl-^-ûÀ  — J-*  ÛC  ~j-^c 

uc  — J— b b — J—  b c — c c 

cc  — xcb  — J—  icc— J— b b— J— z^c— \~cc  j 
on  voit  qu’il  renferme  d’abord  le  quarré  de 
chaque  terme  de  la  racine , & outre  cela 
les  doubles  produits  de  ces  termes  multi- 
pliés deux  à deux. 

31 5* 

Pour  éclaircir  ceci  par  un  exemple , par- 
tageons le  nombre  25 6 en  trois  parties, 

Q » 
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ioo-|-fO-{-6  ; fon  quarré  fera  donc  com- 
pofé  des  parties  fuivantes  : 


40000 

156 

2500 

256 

36 

1536 

ÎOOOO 

1 280 

2400 

512 

600 

65536 

6 5 5 3 6 , ce  qui  eft  évidemment  égal  au 
produit  256.256. 

• 316. 

Quand  quelques  termes  de  la  racine  font 
négatifs , le  quarré  fe  trouve  encore  par  la 
même  réglé  ; mais  il  faut  faire  attention 
quels  fignes  on  doit  donner  aux  doubles 
produits.  Ainfî  le  quarré  de  a — b — c étant 
aa-\-bb-^cc — xab — iac-\-lbc  , fi  l’on  re- 
préfentoit  donc  le  nombre  256  par  300 
— 40 — 4 , on  auroit 
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Parties  pojîtives . 

-j-90000 

1600 

31C> 

1 6 

+9‘936 
— 26400 
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Parties  négatives . 
~ 

— 24000 
2400  ’ 

— 26400 


65  )3 6 , quarré  de  256  comme  ci- 

deflus. 


CHAPITRE  VII. 

De  F extraction  des  Racines  appliquée  aux 
Quantités  complexes. 

* . * v. 

3 17- 

Si  nous  voulons  donne»  une  réglé  fûre 
pour  cette  opération , il  nous  faut  confia 
dérer  attentivement  le  quarré  de  la  racine 
a-\-b  , qui  eft  aa-\-iab-\-bb  , afin  de  voir 
comment  on  peut  réciproquement  parvenir 
à trouver  la  racine  d’un  quarré  donné.  Fai- 
fons  donc  les  réflexions  qui  fuivent. 

Q 3 


I 
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D’abord  comme  le  quarré  aa-^-iab-\-bb 
eft  compofé  de  plufieurs  termes , il  eft  cer- 
tain que  la  racine  aufti  renfermera  plus  d’un 
terme  ; &:  que  li  l’on  écrit  le  quarré  de 
maniéré  que  les  puiflances  d’une  des  lettres , 
comme  de  a , aillent  toujours  en  diminuant , 
le  premier  terme  fera  le  quarré  du  premier 
terme  de  la  racine.  Et  puifque  dans  notre 
cas  le  premier  terme  du  quarré  eft  aa, 
il  faut  que  le  premier  terme  de  la  racine 
loit'  a.  •*.  v. 

319.  ° 

Ayant  donc  troùvé  le  premier  terme  de 
la  racine , c’eft-à-dire  a,  on  considérera  le 
refte  du  quarré , favoir  iab-\-bb  , pour  voir 
fi  on  pourra  en  tirer  la  fécondé  partie  de 
la  racine  qui  eft  b.  Nous  remarquerons  ici 
que  ce  refte  iab^-bb  peut  être  repréfenté 
par  ce  produit-ci,  ( ia-\~b)b . Or  ce  refte 
ayant  .donc  deux  fafteurs  , ia-\-b  & b t il 
\ 


)gle 


Digitizi 


D*  A L G E B R E.  247 

eft  clair  qu’on  rrouvera  ce  dernier  qui 
eft  la  fécondé  partie  de  la  racine , en  divi— 
fa nt  le  refte  xabA^-bb  par  xa-\-b. 

3 20. 

C’eft  donc  le  quotient  de  la  divifion  du 
refte  fufdit  par  xa-\-b  , qui  eft  le  fécond 
terme  cherché  de  la  racine.  Or  remarquons 
dans  cette  divifion  que  meA  le  doublp 
du  premier  terme  a de  cette  racine , lequel 
eft  déjà  déterminé.  Ainfi , quoique  le  fécond 
terme  foit  encore  inconnu  , & qu’il  faille 
jufqu’à  préfènt  laiiïer  fa  place  vide , nous 
pouvons  néanmoins  entreprendre  la  divi- 
fion , puifqu’on  n’y  .regarde  qu’au  premier 
terme  i a.  Mais  aufli-tôt  qu’on  aura  trouvé 
le  quotient , qui  eft  ici  b , il  faudra  le  mettre 
à la  place  vide , & rendre  de  cette  façon 
la  divifion  complété»  — 

32I. , 

Le  calcul  donc  par  lequel  on  trouve  la 
racine  du  quarrp.  aa-\-iab-\-bb  , peut  fe 
repréfenter  de  cette  maniéré  : 

Q 4 


Digitized  by  Google 


248 


Ê L £ M E N S 

aa-\-iab-^-b b (a-{-£ 

aa 

-j-  2 ab-\-bb 
-j-  iab-^-bb 

O. 

322. 

On  pourra  de  la  même  maniéré  trouver 
la  racine  quarrée  d’autres  formules  compo- 
fées,  pourvu  qu’elles  foient  des  quartés j 
les  exemples  fuivans  le  feront  voir  : 
aa  -\-6ab-\-ybb  (a-j-jÆ 
aa 


ia-\-}b 

-\-6ab-\-ybb 

-|—  6 ab-^-f)  b b 

0. 

j\aa 

— ^ab-^-bb  (za  — b 

4<z<z 

4 a — b 

— 4 a b — J—  b b 

— 4 ab  -\-bb 

O. 


za-\-b 
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9PP+*4pi+i6qq  (}p+4<i 
9 PP 


6P+ 4? 

+ 2 4Pq  + l6qq 

O. 

15  XX 
25  XX 

— 60*4-36  (5* — 6 . 

10*  — 6 

— 60*4-36 

O. 


323.  . : 

Quand  après  la  divifion  il  refte  un  ré- 
lidu , c’eft  ligne  que  la  racine  eft  compofée 
de  plus  de  deux  termes.  Ce  qu’on  fait  alors , 
c’eft  de  regarder  les  deux  termes  déjà  trou- 
vés comme  faifant  la  première  partie  *.  & 
de  tirer  du  réfidu  la  fécondé  partie , de  la 
même  maniéré  qu’on  avoit  trouvé  le  fécond 
terme  de  la  racine.  Les  exemples  fuivans 
rendront  ce  procédé  plus  clair. 
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aa-\-lab — lac — lbc-\-bb-\-cc(a+b — c 
aa 


2a-}-£ 

-{-2û^ — -tac — ibc-\-bb-^-cc 
-\-lab  •»  — | -bb 

îfl-j-2^ — C 

— xac — ibc-\-cc 
— lac — 2 bc-\-cc 

a 4 -f-2<xJ-|-jaa-|-2a-|-i  (aa-|-a-|-l 


îaa-J-a 


-\-ia'  -j-3<za 
+iû’-h  aa 


-j-2aa-{-2a-|-i . 


- , • - a4—  ^a'b+üab'  +4 b*  ( aa—xab—ibb 

* r-t » :'i  f {"A  f'1.-  . . 

'mar^tab  1— 4«i£+8cÀ* 
j~4a,^-|- \aabb 


>«.. . 


a«fl— -—xbb 


— ^àabb+Sab1  + 4^4 

— 4aa^+8a33  + 4^* 
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324. 

On  déduit  facilement  de  la  réglé  que 
nous  venons  d’expo  fer  , la  méthode  qu’en- 
feignent  les  livres  d’ Arithmétique  pour  l’ex- 
tra&ion  de  la  racine  quarrée.  V oici  quel- 
ques exemples  en  nombres  : 

$'1913  1 7' 6 4|42  1304I48 

4 1 6 I 1 6 I 

43  x 19  81164  88704 

1 19  164  704 


40  9664 
j 36  ! 

114  4 9 6 


96  'o  498 

Si 

188  1504 
M°4 


1 '5  6 't  j 1 z 5 

1 /' 

zi  5 6 ■ 

44  ■ ; £ 

*45  122  s l, 

121Ç 


.il J 

189  1880 
1701  . 
19891 17901 
[17901 
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325. 

Mais  lorfqu’après  l’opération  entière  il 
refte  un  réfidu , c’eft  une  marque  que  le 
nombre  propofé  n’eft  pas  un  quarré , & 
par  conféquent  qu’on  ne  peut  pas  en  afligner 
la  racine.  On  fe  fert  dans  ces  cas  du  ligne 
radical  que  nous  avons  déjà  employé  plus 
haut  * on  écrit  ce  ligne  devant  la  formule  , 
& on  met  la  formule  elle-même  entre  deux 
crochets  , ou  fous  un  trait.  C’eft  ainli  que 
la  racine  quarrée  de  aa-\-bb  s’indique  par 
\/(aa-|“ÆÆ),ou  par  y/ aa-\-bb  j & que 
Ve*  — xx)  , ouy/i  — xx  y exprime  la 
racine  quarrée  de  1 — xx.  On  peut  aulli, 
au  lieu  de  ce  ligne  radical , faire  ufage  de 
l’expofant  rompu  \ , & indiquer , par  exem- 
ple , la  racine  quarrée  de  aa-\-bb  par 
ou  par  aa-^-bb^. 
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CHAPITRE  VIII.- 

/ 

Du  Calcul  des  Quantités  irrationnelles . 

326. 

I_< ors  qu’il  s’agit  d’ajouter  enfemble 
çleux  ou  plufîeurs  formules  irrationnelles, 
cela  fe  fait , fuivant  la  maniéré  prefcrite 
plus  haut  , en  écrivant  de  fuite  tous  les 
termes  chacun  avec  le  ligne  qui  lui  eft  pro- 
pre. Et  ce  qu’il  faut  remarquer  quant  aux 
façons  d’abréger , c’eft  que  , par  exemple , 

au  lieu  de  \/ a- \~\/ a on  écrit  2 y/ a , & que 
\/ a — y/ a fait  o , ces  deux  termes  fe  dé- 
truifant  l’un  l’autre.  C’eft  ainfi  que  les  for- 
mules 3~}-\/ 1 & i-j-  \/ 1 ajoutées  enfem- 
ble, font  4~ f-  2 \/ 2 ou  que  la 

fomme  de  5+y/ 3 & de  4—  y/ 3 > eft  9 ; 
& que  celle  de  2 \/  j -j-j  , & de 

V^3  — V1 1 eft  3 V^3  4“ 1 


! 

» 
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La  fouftra&ion  fe  fait  de  même  très-faci- 
lement , vu  qu’on  n’a  befoin  que  d’ajouter 
enfemble  les  nombres  propofés , en  prenant 
le  contraire  des  fignes  qui  les  affettent  : 
l’exemple  fuivant  le  fera  voir  * nous  foufi 
trairons  le  nombre  inferieur  du  fupérieur» 

4—  \A+n/j—  3/5+4/$ 

I+1/2~  i/î — 5 y/)-] -6\/6 

3-3/24-4^3+2/5—1^. 


328. 

On  le  rappellera  dans  la  multiplication 
que  y/a  multiplié  par  / « fait  a ; & que 
fi  les  nombres  qui  fuivent  le  ligne  / font 
différens , comme  a & b , on  a /a£  pour 
le  produit  de  y ! a multiplié  par  y/ b.  11  fera 
facile  après  cela  de  calculer  les  exemples 
qui  fuivent  : 


ij6  . E 

1+ 

i+  V* 
i+  V* 

+ Vi+i 


L É M E 


I-^-2V/l+l=3  + lV/  2* 


ff  s 

4+V1 

2—  V* 

8-j-4\/ 1 
— 4/2—4 

8 — 4 —4* 


329. 

Ce  que  nous  avons  dit  regarde  aufli  les 
quantités  imaginaires.  On  obfervera  feule- 
ment encore  que  y/ — a multiplié  par  y/ — a 
fait  — a.  • 

S’il  s’agiffoit  de  trouver  le  cube  de 
— i-lV-3  , on  prendroit  le  quarré  de  ce  , 
nombre , & on  multiplieroit  ce  quarré  en- 
core par  le  même  nombre  j voici  l’opé- 
ration : 

—1+  V—\ 

-»+  V-\ 

+1-  ✓—3 

- 

4-i— a/_3_ 3=— 2— 1/— 3 
— 1+  V—  3 
+2+1/-3 
-zy/-3  4.6 
2+6  =8. 

330. 
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33°*  ^ 

Dans  la  divifion  dçs  quantités  fourdes 
on  n’a  befoin  que  de  mettre  les  quantités 
propofées  en  forme  de  fra&ion  j celle-ci 
peut  enfuite  fe  changer  ert  une  autre  ex- 
preflion  dont  le  dénominateur  foit  ration- 
nel. Car  fi  ce  dénominateur  eft , par  exem- 
ple, a-{-y/ b t & qu’on  le  multiplie  de  même 
que  le  numérateur  par  a — y/ b , le  nouveau 
dénominateur  fera  aa — b , où  il  ne  le  trouve 
plus  de  figne  radical.  Suppofons  qu’on  pro- 
pofe  de  divifer  3 -J- 1 y 2 par  ’ + V1  » 
nous  aurons  d’abord  ^^7.  Multipliant 
maintenant  les  deux  termes  de  la  fra&ion 
par  1 — y/ 2 , nous  aurons  pour  le  numé- 
rateur : 

3+V* 

1 — y/2 

3+V  * 

—W  2—4 

î—  y/*— 4= 

Tome  /. 


— V 2—1  î 
R 


! 


2 Elément, 

& pour  le  dénominateur  : 

■ ■ '4V 2 

i — y/  a 

I-f-V  2 

-y*-2 
1 2= 1. 

Notre  nouvelle  fraéHon  eft  donc  -~~i 
&r  fi  nous  multiplions  encore  les  deux  termes 
par  — i , nous  aurons  pour  le  numérateur 
-j-yA-f-i  , & pour  le  dénominateur  -J-i. 
Or  il  eft:  facile  de  fe  convaincre  que  y/ x+i 

équivaut  à la  fraéï ion  propofée  7^77  ; car 
étant  multiplié  par  le  divifeur 

i+y/i 

1+  V* 

1+  y/z 
i-f  y/z 

+ \/h-* 

on  a i-J-zy/ z-j-z=3*-j-zy/ 2. 


Digitized  by  Google 


d’ A L G E B R E.  2 f 9 
Autre  exemple  : 8 — 5 y/  2 divifé  par 
3 — 2 \/ 1 fait  Multipliant  ces  deux 

termes  de  la  fra&ion  par  34-2/  2 , on  a 
pour  le  numérateur 

8—  ïv/x  . 

3+  2/2 

24—15/2 
— f— 1 6 / 2 — 20 

m4“  / 2—20=44-/ 2 ï 

& pour  le  dénominateur 
3—2/2 
3-I-2/2 

9—6/  2 
4~6y/  2 4 • ï 

9—8  = +1. 

Par  conféquent  le  quotient  feroit  4+/ 2, 
En  voici  la  preuve  : 


» 6o 


E L É M E N S 

4+  yJ : 

3 —'■'J 1 


z 

/ 

Z 


i 2 4“  3 V1 
— 8 y/  z — 4 

iz — j y/  z — 4=8—5  y/  2. 

331- 

C’eft  de  la  même  maniéré  qu’on  peut 
transformer  de  ces  fra&ions  en  d’autres, 
dont  le  dénominateur  foit  rationnel.  Si  l’on 

a , par  exemple  , la  fraftion  > & clue 
l’on  en  multiplie  le  numérateur  & le  dé- 
nominateur par  5 — z V 6 , on  la  transfor- 
mera en  celle-ci  , 5-~=5 — zy / 6. 

De  même  la  fraftion  -1+*— ? prend  cette 
forme  , — ^ 


Ft  k5-  devient 

k6-KS 


1 1+1^30 


-4  - -2 

= 1 1 — )— xy/  30.. 


332. 

On  pourra  de  la  même  maniéré  faire 
difparoître  peu  à peu  les  radicaux  du  de- 


4 
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nominateur  , quand  il  contient  plulieurs 
termes.  Soit  propofée  la  fra&ion  , 

on  multipliera  d’abord  ces  deux  termes  par 

\/ ‘O+V^  + vVi  on  aura 

Multipliant  enfuite  encore  ce  numérateur 
&:  ce  dénominateur  par  6 , on  a 

W io-f-ii  y/i-foy/  \-\-iy/6o. 

— — — 1 «*— — —■ J»— — r»wr.  • T'an.-mMHHM 

• . . TT  ■■  F ' . .. 

..CHAPITRE  IX. 

Cubes  & de  l'extraction  des  Racines 
cubiques . J » 

333- 

JT o ü R trouver  le  - cube  d’une  racirle 
a-\-b  y on  ne  fait  que  multiplier  fon  quarré 
àa-\-iab-^-bb  encore  une  fois  par  a-\-b  , 
aa-\~iab  -1 -bb  • . ■ -• 

a-\~b 

' J a'-^-iaab-^-abb 

: -{-  aab-\-iabb-^-by 


le  cube  fera  a’ -\-^aab-\-yalb-\-bl 

R 3 


ï6l  E L É M E N S 

Il  renferme  donc  les  cubes  des  deux 
parties  de  la  racine  , & outre  cela  encore 
-^aab-\-^abb  , quantité  qui  équivaut  à 
(3  ab).(a-\-b)  , c’eft- à-dire , au  triple  du 
produit  des  deux  parties  afk  b , multiplié 
par  leur  fomme. 

334* 

Ainfi  toutes  les  fois  qu’une  racine  eft 
compofée  de  deux  termes , il  eft  facile  d’en 
trouver  le  cube  d’après  cette  réglé.  Par 
exemple,  le  nombre  5 =3— j— 2.  ; fon  cube 
eft  donc  z7-[-8-|-i8 . 5=1 15. 

Que  7-|~3=io  foit  la  racine;  le  cube 
fera  3 4 3— 2.7— j— ^3  • 10=  1000. 

Pour  trouver  le  cube  de  36 , on  fuppo- 
fera  la  racine  36=304-6,  & on  aura  pour 
le  cube  cherché,  170004-2 164-5 4° . 36 
= 46656. 

33  5- 

Mais  fi  c’eft  au  contraire  le  cube  qui  eft 
donné,  favoir  a’ 4“  }aab-\-  3 abb-\-b’ , .& 
qu’il  s’agifïe  d’en  trouver  la  racine  , on  fera 
préalablement  les  remarques  qui  fuivent.' 
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D’abord  fi  le  cube  eft  ordonné  fuivatir 
les  puifïances  d’une  lettre  , on  reconnoît 
facilement  par  le  premier  terme  a5,  le  pie-' 
mier  terme  a de  la  racine  , puifque  le  cube 
en  eft  a’  ; fi  l’on  fouftrait  donc  ce  cube  duj 
cube  propofé  , on  obtient  le  refte  , 3 aab\ 
— 3 ^ 1 , lequel  doit  fournir  le  fécond 

terme  de  la  racine.  ' 

y'  . . -L  . . . - > 

33^*  . .[ 

Mais  comme  nous  favons  d’avance  que 
ce  fécond  terme  eft  -j -b  , il  s’agit  princi- 
palement de  voir  comment  il  fe  déduit  du 
refte  fûfdit.  Or  ce  refte  peut  être  exprimé 
par  deux  faéleurs  , comme  ^aa^-^ab 
-J -bb).  (é)  ; fi  on  le  divife  donc  par  3 ad 
, c’eft  le  moyen  d’obtenir  la 
fécondé  partie  de  la  racine  -f-  b , qtdorf 
demande. 

# 337- 

Mais  comme  ce  fécond  terme  ne  doit 
pas  être  fuppofé  connu , le  divifeur  eft  in- 
connu pareillement  j cependant  nous  avons 

R 4 
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v 

le  premier  terme  de  ce  divifeur  , & cela 
fuffit  j car  il  eft  3 ai  y c’eft-à-dire , le  triple 
du  quarré  du  premier  terme  déjà  trouvé, 
& moyennant  cela  il  nef!  pas  difficile  de 
trouver  auffi  l’autre  partie  b , & de  com- 
pléter enfuite  le  divifeur  avant  qu’on  achevé 
la  divifion.  Il  faudra  pour  cet  effet  joindre 
à 3 a<z  le  triple  du  produit  des  deux  termes 
ou  3 ab  y & bb  ou  le  quarré  du  fécond  terme 
de  la  racine. 

338.  ; 

t Appliquons  ce  que  nous  venons  de  dire 
à deux  exemples  pour  d’autres  cubes 
donnés. 

I..)  . . , a5  -j-l 2aa-|~48cz-j-^4  (<z-{-4 


-j-i  2aa-}-48fl-j-64 
— [-1  lad— 4813— [-64 

O. 

- r.* 

r • - • 


ized  by  Google 


•T- 


1 66 


E L É M E N S 


339- 

L’explication  que  nous  avons  donnée  fait 
le  fondement  de  la  réglé  ordinaire  pour 
l’extraflion  des  racines  cubiques  des  nom- 
bres. Voici , par  exemple , le  plan  de  l’opé- 
ration pour  le  nombre  2197  : 

I 000 


300 

1 197 

90 

* 

9 

399 

I 197  ! 

0. 

Faifons  encore  le  calcul  de  Fextra&ion 
de  la  racine  cubique  de  349^5 783^ 

34  965  7 83  .(3 oo-f-zo-j-7 


27  000  000 


270000 

180C0 

7 96î  7ôj- 

400 

] 

2884OO 

5 768  OOO' 

307100 

6720 

2:197  783 

i 

49 

ÎM969 

2 197  783 

o. 
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CHAPITRE  X. 

Des  Puijfances  plus  hautes  des  Quantités 
complexes. 

340.  - . ^ 

xVprès  les  quarrés  & les  cubes  viennènt 
des  puifiances  plus  hautes  r..  ou  d’un  plus 
grand  nombre  de  degrés.  On  les  indique 
par  des  expofans  de  la  maniéré  que  nous 
avons  expliquée  plus  haut;  il  faut  feule- 
ment obferver,  quand  la  racine  eft  coin-' 
plexe  , de  l’enfermer  entre  deux  paren- 
thefes.  Ainfi  (a-\-b)'  lignifie  que  a-\-b  efl: 
élevé  au  cinquième  degré  , & (a — by  in- 
dique la  fixieme  puifiance  de  a — b.  Nous 
ferons  voir  dans  ce  chapitre  le  dévelop-.; 
peinent  de  ces  puifiances. 

T 341’  ~ . 

Soit  donc  a-\-b  la  racine  ou  la  première 
puifiance , les  puifiances  plus  hautes  fe  trou- 
veront par  la  multiplication  de  la  manier* 
qui  fuit  : 
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(a-\-b)  ' = a-\-b  , . 

' a+b 

aa-\-ab 

-J -ab  -\-bb 

(ci-^-b')*  tûb  — |— bb» 

. r»ij  

a'-\-xaab-\-  abb 
ri  y.r;:  -J-  aab-\-iabb  -\-b * . 

’ ' "V  . : 1 

{a^-by=zà>-\~iaab-\-^abb  -J -b* 


i - b-\-}aabb  -|-  abv 

-j-  a1  b-\-^aabb -^-^ab}  -f-  b4, 

• /• 

f . • f ' 

( \a-\-by=xi4-\-^b-\-6aabb-\-^abi  + b 4 

«-H.*.-,./-' 

a’-J-^a^-j-ôa’ÆÆ-l^aaÆ5  -+-  a£4 
-{-  a* b-\~j\a'bb-\-6aab'  -\-^ab  4 

+ b\ 
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(a+by^a'+ja'b  + ioa'bb+io  aab * 

4“  jab*-^-b* 

a+b 


a 4~5  a' b -\-IQa.*  bb  ~^ioa' b* 

-j -jaab'-lf-ab' 
4“  a'b  4-  ]a*bb  -f-  loa’b* 
4-IOa1^44~5  ob  '-\-b6. 

(a-\-b)t=;aG-lr6a'b-\-  1 5 a4^4-iOa3^’ 

4-1  j aa^4  4- 6a^' 4- &c. 


342. 

On  trouve  de  même  les  puiffances  de 
la  racine  a — b , & on  va  voir  qu’elles  ne 
different  des  précédentes , qu’en  ce  que  les 
termes  2e , 4e , 6e , &c.  font  affrétés  du 
fgne  moins  : 

(a — b)'=a — b 
a — b 


aa—ab 
- — ab-\-bb. 


/ 
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(a — b)'=.aa — 1 ab  -\-bb 
a — b 

a’ — laab- 1-  abb 

— aab-\-iabb  — b 

( a — by=.a' — ^aab-^iabb  — b 5 
a — b 

a 4 — b-y^aabb — ab ’ 

— b-^-^aabb—^ab1 

(a — b)*=a* — +a'b-\-6aabb — +ab'  -j -b' 


a ’ — 4 a 4 Æ-j-6a 1 bb — 4a*£ 5 
-f-  ab* 

— a*b-^^a't  bb — 6aab 1 

— 4<3^  4 — b 

(a — by=a' — )a'b-\-\Qa'bb — ioaa£J 

^ab* — b 5 

a — £ 

a6  — ja'£-|-iOa4M — 10 

-|-  jaab* — abf 

— )a*bb — io a'b] 

>4- 1 oaa^ 4 — 5 6* 
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0*  J==a'5  6a5Æ-j-i  ja*bb — zo azb* 

“Hs aab* — 6ab'-^-b6,  &c. 

On  voit  ici  que  toutes  les  puiflances  im- 
paires de  b reçoivent  le  ligne—,  tandis 
que  les  puiflances  paires  gardent  le  ligne 
-f.  La  raifon  en  efl:  évidente  ; car  puifque 
dans  la  racine  fe  trouve  — b,  les  puilTances 
de  cette  lettre  monteront  de  cette  maniéré  : 

~t’  +"?  -*’•  +*'•  &c. 

& U elt  clair  par-là  que  les  puilTances  paires 
doivent  être  afleftées  du  ligne  +,  & les 
impaires  du  ligne  contrait  e — . 

343- 

Il  fe  prelente  ici  une  queftion  importante 
c’efl:  comment , lims  continuer  le  calcul  de 
la  meme  maniéré  dans  toutes  les  formes , 
on  pourroit  trouver  toutes  les  puiflances 
tant  de  a-\-b , que  de  a~ b.  Nous  remar^ 
querons  avant  toutes  choies , que  fi  on  efl: 
en  état  d afligner  toutes  les  puiflances  de 
a~\~b  , celles  de  a — b lont  toutes  trouvées  > 
puifqu  on  n a qu  à changer  les  lignes  des 
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termes  pairs , c’eft-à-dire  du  fécond  , du 
quatrième , du  fixieme  terme , &c.  Le  prin- 
cipal revient  donc  à établir  une  réglé  , 
d’après  laquelle  toute  puilfance  de  a-\-b  , 
quelque  haute  qu’elle  foit , puifle  être  dé- 
terminée fans  qu’il  foit  néceffaire  de  faire 
le  calcul  pour  toutes  celles  qui  la  précèdent. 

344- 

Or  obfervons  que  fi  dans  les  puiflances 
déterminées  ci-delfus  on  fait  abftrattion 
des  nombres  qui  précèdent  chaque  terme , 
& qu’on  nomme  les  coëfjiciens , il  régné 
dans  tous  ces  termes  un  ordre  remarqua- 
ble î d’abord  on  voit  le  premier  terme  a 
de  la  racine  élevé  à la  puiflance  même 
qu’on  demande  ; dans  les  termes  fuivans 
les  puiflances  de  a diminuent  continuelle- 
ment de  l’unité , les  puiflances  de  b augmen- 
tent d’autant  ; de  forte  que  la  fomme  des 
expofans  de  a & de  b efl:  toujours  la  même 
& égale  au  nombre  du  degré  demandé , 
& à la  fin  fe  trouve  le  terme  b feul  élevé  à 

la 
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la  même  puiflance.  Si  l’on  démande  donc 
la  dixième  puiflance  de  a-\-b  , on  efl:  sûr 
que  les  termes  dégagés  des  coëfliciens  le 
fuivront  dans  l’ordre  que  voici  : a'° , a9  b , 
a*bb,  a.7  b1  , a6  b* , a' b'  t a4  b6  , a’  b7  t 
a'  b*  , ab\  b'°. 

345- 

Il  relie  donc  à faire  voir  comment  on 
doit  déterminer  les  coëfKciens  qui  appar- 
tiennent à ces  termes  , ou  les  nombres  par 
lefquels  il  faut  multiplier  ces  termes.  Or 
quant  au  premier  terme,  fon  coëflïcient  efl: 
toujours  l’unité  ; & quant  au  fécond  , 
fon  coëfficient  efl  conftamment  l’expofant 
même  de  la  puiflance  ; mais  pour  ce  qui 
regarde  les  autres  termes , il  n’ell  pas  fl 
facile  d’obferver  un  ordre  dans  leurs  coëf- 
ficiens.  Cependant  fi  l’on  continue  encore 
ces  coëfliciens , on  ne  laiflera  pas  d’apper- 
cevoir  aufli  une  loi  , moyennant  laquelle 
on  pourra  aller  aufli  loin  qu’on  voudra.  C’efl: 
ce  que  la  table  fuivante  fera  voir. 

Tome  /.  S 
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I.  puiflf.  coëfficiens  1 , 1 

II.  

1,2,1 

III.  

» 3 » 1 

IV.  

ï»  4,6,4s1 

V.  

— M,10,10»!»1 

VI.  — 

_ 1,6,15,10,15,6,1 

VII.  - 

- I,7,2i,35>3 5»2I,7ji 

VIII.  — 

1,8,18,56,70,56,28,8,1 

IX.  1,9,36,84,116,126,84,36,9,1 

X.  1,10,45 , HO, uo, Îji, no, Ï2°, 45,10,1 
&c. 

On  voit  donc  que  la  dixième  puiflance 
de  a-\-b  fera  : 

a'°  _|_i  oa9  b-\~  45  a8  bb-\-ï  10a7  Æ’-|-z  10  a6  b* 
-|-i5ia,£,-j-2loa4£t-{-l  zoa3  b7-\-^a^bl 
— J-IOû^9  -J-  b'°. 

346.' 

Il  faut  remarquer  à l’égard  de  ce#  coëf- 
ficiens , que  pour  chaque  puiflance  leur 
fomme  doit  être  égale  au  nombre  x élevé 
à la  même  puiflance.  Qu’on  fafle  a=i 
& b=  1 , chaque  terme  , abftra&ion  faite 
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du  coefficient,  Tera  = i ; par  conféquent 
ce  fera  Amplement  la  Tomme  des  coëffi- 
ciens  qui  indiquera  la  valeur  de  la  puiT- 
Tance  ; cette  Tomme  dans  l’exemple  pré- 
cédent eft  1024,  & en  effet  (i-j-i)'* 
= i'°  = 1024. 

Il  en  eft  de  même  des  autres  puiffances  ; 
on  a pour  la 

I. 6  l-j- 1=2=2', 

II. C  I-J-2-j-i=4=2*  , 
in.e  i-j-34_3+,=8;=i,> 

IV.e  I -j-4~|-6-|-4-|-  1 = 1 6=2 4 y 

V. e  i+5+io-|-io-|-i-|-i=3i=2s , 

VI. e  i+6-j-i.5-f-20+i5+^~f"i=64 

“ 1 j 

VII. *  i+7  + n+3f+35+2I+7  + ï 

= I28  = 27,  &C. 

347* 

Une  autre  remarque  à Taire  au  Tujet  de 
ces  coëfficiens , c’eft  qu’ils  croiffent  depuis 
le  commencement  jufqu’au  milieu , & qu’eu- 
Tuite  ils  décroiffent  dans  le  même  ordre, 

S 2 
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Dans  les  puiflances  paires  le  plus  grand 
coefficient  eft  exactement  au  milieu  ; mais 
dans  les  puiflances  impaires , on  voit  deux 
coèfficiens  égaux  8c  plus  grands  que  les 
autres  qui  fe  trouvent  au  milieu , & qui 
appartiennent  aux  termes  moyens. 

Quant  à l’ordre  'de  ces  coëfficiens  , il 
mérite  une  attention  particulière  j car  c’eft 
dans  cet  ordre  même  qu’on  trouve  les 
moyens  de  les  déterminer  pour  une  puil- 
fance  quelconque  , fans  palier  par  les  pré- 
cédentes. Nous  allons  en  donner  la  mé- 
thode , en  en  réfervant  cependant  la  dé- 
monftration  pour  le  chapitre  fuivanr. 

, . 348. 

Pour  trouver  les  coëfficiens  d’une  puifl- 
fance  propofée , par  exemple , la  feprieme , 
on  écrira  les  fraOions  qui  fuivent  l’une 
après  l’autre  : ‘ • - 

. 7 * £ î 4 1 1 1 

5>6>ÿ* 

On  voit  dans  cet  arrangement  que  les 
numérateurs  commencent  par  l’expofant  da 
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la puiflance qu’on  demande,  & qu’ils  dimi- 
nuent fucce/îivement  de  l’unité  pendant 
que  les  dénominateurs  fe  fuivent  dans  l’or- 
dre naturel  des  nombres , i , 1 , 3 , 4 , &c. 
Or  le  premier  coefficient  étant  toujours  t , 
la  première  fraftion  donne  le  fécond  coef- 
ficient. Le  produit  des  deux  premières 
fraftions , multipliées  l’une  par  l’autre , 
repréfente  le  troifieme  coefficient.  Le  pro- 
duit des  trois  premières  fraftions  repréfente 
le  quatrième  coëfficient , & ainfi  de  fuite. 

Ainfi  le  premier  coëfficient  = 1 ; le  fé- 
cond = y = 7 j le  troifieme  = ^.-  = 21  ; 
le  quatrième  = 7. p 3 = 35  ; le  cinquième 
■=^.;.±=35i  le  fixieme=M.|.J.f 
= U ; le  feptieme=  2i.|  = 7 } le  hui- 
tieme  = 7.^-=ï. 


349- 

On  a donc  pour  la  fécondé  puiffimce 
les  deux  fra&ions*.;-,  d’où  il  s’enfuit  que 
le  premier  coëfficient  = r ; le  fécond  = 7 
— Zi  & le  troifieme  = 

S3 
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La  troifieme  puiflance  fournit  les  frac- 
tions i donc  le  premier  coefficient 
— i ■ le  fécond =^=3  ; le  troifieme  = 3 
.1  = 3 , le  quatrième  = = 1 . 

On  a pour  la  quatrième  puiflance  ces 
fra&ions-ci,  Par  conféquent  le 

premier  coefficient  = 1 i le  fécond  * =4  ; 
le  troifieme =6  ; le  quatrième  j =4 , 
& le  cinquième  = 


3 50. 

Cette  réglé  nous  procure  donc  évidem- 
ment l’avantage  de  n’avoir  pas  befoin  de 
connoître  les  coëfficiens  précédens  , & de 
trouver  au  contraire  fur  le  champ , pour 
une  puiflance  quelconque  , les  coëfficiens 
qui  lui  font  propres. 

Ainfi  pour  la  dixième  puiflance  on  écrira 

W fnfl-innc  10  il  1 t l ± l'  * 

les  tractions  —, 

JL,  moyennant  quoi  l’on  trouve 
le  premier  coëfficient=  i , 
le  fecond=Y=io, 
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le  troifieme  = i o.|  = 4 y , 
le  quatrième  = 45.^  = no, 
le  cinquième  = 1 io.7-  = 2 1 o , 
le  ftxieme  = 2 1 o.^  = 2 5 2 , 

le  feptieme  = 2524=210, 
le  huitième  = 2 1 o.^  = 1 20 , 
le  neuvième  =1 20.|  = 45  , 
le  dixième  = 45.^  = 10  , 
le  onzième  = 1 0.^  = 1. 


35i- 

On  peut  aufîi  écrire  ces  fra&ions  telles 
quelles  font , fans  en  calculer  la  valeur , 
& il  eft  facile  de  cette  maniéré  d’écrire  une 
puiflance  quelconque  de  a-j-Æ , quelque 
haute  quelle  foit.  C’eft  ainfx  que  la  cen- 
tième puiflance  de  a-\-b  fera  (a- 

; =«~  + î=.  a”  b + a’*  bb  + aH> 

* , | B*  -}- , &c.  d’où  il  eft  aifé 

de  conclure  qnelle  fera  la  loi  des  termes 
fuivans. 

S 4 


Digitized  by  Google 


E L É M E N S 


l8o 


CHAPITRE  XI. 

Di  la  permutation  des  Lettres  , fur  laquelle 
fe  fonde  la  démonflration  de  la  Réglé 
précédente.  1 

3 52. 

S 1 on  remonte  à l’origine  des  coëfficiens 
dont  nous  venons  de  nous  occuper , on 
trouvera  que  chaque  terme  fe  préfente 
autant  de  fois  qu’il  eft  pofïible  de  tranfpofer 
les  lettres  qui  compofent  ce  terme  ; ou  bien, 
pour  nous  exprimer  d’une  autre  maniéré  , 
que  le  coefficient  de  chaque  terme  eft  égal 
au  nombre  des  permutations  que  fouffrent 
les  lettres  dont  ce  terme  eft  compofé.  Dans 
la  fécondé  puiflance , par  exemple , le  terme 
a b eft  pris  deux  fois,  c’eft-à-dire  que  fon 
coëfficient  eft  1 ; & on  peut  en  effet 
changer  doublement  l’ordre  des  lettres  qui 
compofent  ce  terme  , puifqu’on  peut  écrire 
ab  & baÿ  le  terme  aa  au  contraire  ne  fe 
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préfente  qu’une  fois , parce  que  l’ordre  des 
lettres  ne  peut  fubir  aucun  changement  ou 
permutation.  Dans  la  troifieme  puiffance 
de  a-\-b  , le  terme  aab  peut  s’écrire  de  trois 
maniérés  différentes , aab  , aba  , baa  ; auffi 
le  coefficient  eft-il  3.  De  même  dans  la 
quatrième  puiffance  le  terme  a1  b ou  aaab  , 
admet  les  quatre  difpofitions  différentes , 
aaab  y aaba,  abaa  , baaa  ; c’eft  pour- 
quoi ion  coefficient  eft  4.  Le  terme  aab  b 
fouffre  fix  permutations , aabb  , abba , baba  , 
abab , bbaa , baab  , & fon  coefficient  eft  6. 
11  en  eft  de  même  dans  tous  les  cas. 

3 53- 

En  effet  fi  l’on  confidere  que  la  quatrième 
puiffance , par  exemple  , d’une  racine  quel- 
conque compofée  même  de  plus  de  deux 
termes , comme  ( a-\-b-\-c-\-d) 4 , fe  trouve 
en  multipliant  ces  quatre  fafteurs , 1.  a-\-b 
-f c+d;  II.  a+b+c+d;  \\\.a+b+c+d; 
IV.  a-\-b-\-c-\-d ; on  peut  voir  aifément 
que  chaque  lettre  du  premier  fa&eur  doit 
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fe  multiplier  par  chaque  lettre  du  fécond , 
enfuite  par  chaque  lettre  du  troifieme  , & 
enfin  encore  par  chaque  lettre  du  qua- 
trième. 

Il  faut  donc  non-feulement  que  chaque 
terme  foit  compofé  de  quatre  lettres , mais 
aufli  qu’il  fe  préfente  ou  qu’il  entre  dans  la 
fomme  autant  de  fois  que  ces  lettres  peu- 
vent être  difpofées  différemment  entr’elles , 
d’où  provient  enfuite  fon  coefficient. 

3 54- 

Il  importe  donc  beaucoup  ici  de  favoir 
de  combien  de  maniérés  différentes  un 
nombre  donné  de  lettres  peuvent  être  dif- 
pofées entr’elles.  Et  il  faudra  dans  cette  re- 
cherche faire  attention  fur-tout  fi  les  lettres 
dont  il  s’agit  font  les  mêmes  ou  diverfes. 
Quand  elles  font  les  mêmes , il  ne  peut  y 
avoir  de  permutation , & c’eft  auffi  pour- 
quoi les  puiffances  fimpies , comme  a1 , a1  y 
a* , &c.  ont  toutes  l’unité  pour  coefficient. 
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'3  5 5*  ; 

Nous  fuppoferons  d’abord  toutes  les 
lettres  diverfes  ; & en  commençant  par  le 
cas  le  plus  {impie  , de  deux  lettres  ou  ab  , 
nous  voyons  que  ce  font  évidemment  deux 
tranfpofitions  qui  peuvent  avoir  lieu , (avoir 
ab  , ba. 

Si  nous  avons  trois  lettres,  abc , à confi- 
dérer , nous  remarquons  que  chacune  des 
trois  pourroit  prendre  la  première  place, 
tandis  que  les  deux  autres  admettroient 
deux  permutations.  Car  fi  a eft  la  première 
lettre  , on  a les  deux  difpofitions  abc , acb  ,* 
fi  b eft  à la  première  place , on  a les  difi- 
pofitions  bac , bca  ; enfin  fi  c occupe  la  pre- 
mière place  , on  a de  même  deux  diïpo- 
fitions , (avoir  cab  , cba.  Et  par  conféquent 
le  nombre  total  des  dirpofitions  eft  3.1=6. 

Si  on  a quatre  lettres  , abc  J y chacune 
peut  occuper  la  première  place  -,  & dans 
chacun  de  ces  cas  les  trois  autres  peuvent 
former  fix  difpofitions  différentes  , comme 
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nous  venons  de  voir.  Le  nombre  total  des 
permutations  cft  donc  4.6=1 4=4. 3.2.1. 

' Si  on  a cinq  lettres , abc  de  , chacune 
des  cinq  pouvant  également  fe  trouver  la 
première , & les  quatre  autres  fouffrir  vingt" 
quatre  permutations,  il  s’enfuit  que  le  nom- 
bre total  des  permutations  fera  5.24=120 

- J .4.} .2. I • 

356. 

Quelque  grand  par  conféquent  que  foit 
le  nombre  des  lettres , on  voit  aflez  que , 
pourvu  quelles  foient  toutes  différentes , 
il  eft  facile  de  déterminer  le  nombre  de 

r 1 . a 

toutes  les  permutations,  & qu’on  pourra 
faire  ufage  de  la  table  fuivante  : 


if 


* 
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Nombre  des  Lettres  : Nombre  des  Permutations  : 


III. — 3.2.1  = 6. 


IV. — 4. 3. 2.1  = 24. 

V. 5. 4.3. 2.1  = 120. 

VI. 6.5. 4. 3. 2.1  = 720. 

VII. 7. 6.5. 4.3. 2.1  = 5040. 

VIII. 8.7.6.5.4.3.2.1  40320. 

IX. — 9. 8. 7. 6.5. 4. 3. 2.1  = 362880. 

X.  10.9.8. 7.6. 5.4.3. 2.1  :=  3628800. 

3 57- 

Mais  comme  nous  l’avons  infinué  , les 
nombres  de  cette  table  ne  peuvent  s’em- 
ployer que  dans  les  cas  où  toutes  les  lettres 
font  différentes  ; car  fl  deux  ou  plufleurs 
d’entre  elles  font  femblables , le  nombre 
des  permutations  devient  beaucoup  moin- 
dre ; & fl  toutes  les  lettres  font  les  mêmes, 
on  n’a  qu’une  feule  difpofition.  Nous  allons 
donc  voir  comment  les  nombres  de  la  table 
doivent  être  diminués  fuivant  le  nombre 
des  lettres  femblables. 
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Quand  deux  lettres  font  données , & que 
ces  lettres  font  les  mêmes , les  deux  difpo- 
fitions  fe  réduifent  à une  feule , & par  confé- 
quent  le  nombre  que  nous  avions  trouvé 
ci-deffus  fe  réduit  à la  moitié , c’eft-à-dire 
qu’il  faut  le  divifèr  par  2.  Si  on  a trois  lettres 
femblables , on  voit  fix  permutations  fe  ré- 
duire à une  feule;  d’où  il  fuit  que  les  nombres 
de  la  table  doivent  être  divifés  par  6=}. 2. 1 . 
Et  par  une  raifon  fèmblable , fi  quatre  lettres 
font  les  mêmes , il  faudra  divifèr  les  nom- 
bres trouvés  par  24  ou  par  4.3.2. 1 , & c. 

11  efl:  donc  facile  maintenant  de  déter- 
miner , par  exemple , de  combien  de  per- 
mutations les  lettres  aaabbc  font  fufcep- 
tibles.  Elles  font  au  nombre  de  fix , & par 
conféquent  fi  elles  étoient  toutes  diffé- 
rentes, elles  admettroient  6.5. 4.3. 2.1  per- 
mutations. Mais  puifque  a fe  trouve  trois  fois 

dans  ces  lettres . il  faudra  divifèr  ce  nombre 
/ * 

de  permutations  par  3.2.1  5 & puifque 


/ 
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b fe  rencontre  deux  fois  , il  faudra  encore 
divifer  par  2 . i ; le  nombre  des  permuta- 
tions cherché  fera  donc^y— xr=  5.4.3 
= 60. 

3 59- 

II  nous  fera  donc  facile  à préfent  de 
déterminer  les  coëfficiens  de  tous  les  termes 
d’une  puiflance  quelconque.  Nous  en  don- 
nerons un  exemple  fur  la  feptieme  puilîance 
(a-\-b)\ 

Le  premier  terme  eft  a7,  qui  ne  fe  ren- 
contre qu’une  fois  ; & comme  tous  les  autres 
termes  ont  chacun  fept  lettres , il  s’enfuit 
que  le  nombre  de  toutes  les  permutations 
pour  chaque  terme  feroit  7. 6.5. 4. 3. 2,1  , fi 
toutes  les  lettres  étoient  diflemblables.  Mais 
puifque  dans  le  fécond  terme  a6 b on  trouve 
fix  lettres  femblables , il  faudra  divifèr  ce 
produit-là  par  6. 5. 4. 3. 2.1  , d’où  il  fuit  que 
le  coefficient  eft  = = f • 

Dans  le  troifieme  terme  a'  b b , on  trouve 
cinq  fois  la  même  lettre  a , & deux  fois  la 
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même  lettre  b ; il  faut  donc  divifer  ce  nom- 
bre d’abord  par  5 * 4-3  * ^ ^ enluite  en- 

core par  1 • 1 j d ou  relulte  le  coefficient 

7.6-5-4-3 

5 4 Le  quatrième  terme  a*  b1  contient  quatre 
fois  la  lettre  a , & trois  fois  la  lettre  b ; par 
conféquent  le  nombre  total  des  permuta- 
tions de  fept  lettres,  doit  être  divifé  en 
premier  lieu  par  4.3. 2.1  , & en  fécond  lieu 
par  3.2.1  , ou  par  1.2.3  ,&le  fécond  coëf- 

K,  . . 7.6.5.4.3.1.1 7-6-5 

ficient  devient  — • 


4.3.2.!. 1.1.3  l-*-3 


7-6.5  -4 
I . 2 . 3 . 4 


On  trouvera  de  la  même  maniéré 
pour  le  coefficient  du  cinquième  terme , & 
ainfi  dès, autres  ; au  moyen  de  quoi  la  réglé 

donnée  plus  haut  fe  trouve  démontrée  (*). 

360. 

(*)  Souvent  au  (fi  on  tire  de  la  théorie  des  Combin.n- 
fons  les  réglés  qu’on  vient  de  voir  pour  la  détermination 
des  coëtficiens  des  termes  de  la  puiffance  d’un  binôme  ; 
c’eft  peut-être  avec  quelque  avantage  , parce  que  tout  Ce 
rapporte  alors  à une  feule  formule. 

Pour  indiquer  d’abord  en  paffant  la  différence  qui  eft 
entre  les  permutations  & les  combinaifons  , remarquons 
que  dans  celles-là  on  demande  de  combien  de  maniérés 
différentes,  par  exemple,  les  lettres  qui  compofent  une 

, ^certain» 


e. 
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360/ 

Ces  confédérations  nous  conduifent  en- 
core plus  loin,  & nous  montrent  aufli  com- 
ment on  doit  trouver  toutes  les  puiflaaces 

certaine  formule  peuvent  changer  de  place , au  lieu  que 
dans  les  combinaifons  on  demande  combien  de  fois  ces 
lettres  peuvent  être  prifes  ou  multipliées  enfcmble  une  à 
une  , deux  à deux  , trois  à trois. 

Qu’on  ait , par  exemple  , la  formule  abc , on  a vu  que 
les  lettres  qui  la  compofent  fouffrent  fix  permutations , 
favoir  abc , acb , bac  , bca  , cab , cba.  Mais  s’il  s’agit  des 
combinaifons  , je  dis  que  fi  on  prend  ces  trois  lettres 
une  à une , on  a trois  combinaifons  , favoir  a , b & c.  Que 
fi  on  les  prend  deux  à deux  , on  a les  trois  combinaifons 
ab  , ac  & bc.  Enfin  , que  fi  on  prend  ces  trois  lettres 
trois  à trois  , on  a la  feule  combinaifon  abc. 

Or  de  même  qu’on  prouve  que  5 chofes  différentes 
admettent  1.1.3. 4.-5  permutations  différentes  , & que  fi 
de  ces  5 chofes  il  y en  a r égales  , le  nombre  des  per- 
mutations eft  , ^ ; on  prouve  aufli  que  3 chofes  peu- 

vent fe  prendre  r à r , le  nombre  l'-'-t-j-t-.'-*-'  de  fois 

— — l.a.3— r 

ou  que  de  ces  5 chofes  on  peut  en  prendre  £ d’autant 
de  maniérés  différentes.  Cela  fait  que  fi  on  nomme  ^ 
l’expofant  de  la  puiflance  à laquelle  on  veut  élever  le 

Tome  I.  T 
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des  racines  qui  font  compofées  de  plus  de 
deux  termes  (*).  Nous  en  ferons  l’appli- 
cation à la  troifieme  puiflance  de  a- \-b-\-c , 
dont  les  .termes  doivent  être  formés  de 

binôme  a+b  , Si  r l’expofant  de  la  lettre  £ dans  un  terme 

quelconque  , c’eft  toujours  cette  formule  — , — — 

qui  exprime  le  coefficient  c’e  ce  terme.  Ainfi  dans  1 exem- 
ple de  cet  article  359  ou  3=7  , on  a pour  le  troifieme 
terme  a^bb  , l'expofant  r=2  , & par  conféquent  le  coéf- 
ticient=  — . 

Pour  le  quatrième  terme  on  a r—  3 & le  coefficient 
_lil , & ainfi  de  fuite.  Ce  font , comme  on  voit , les 

—1.1. j 

mêmes  réfultats  que  par  les  permutations. 

On  a des  traités  complets  & étendus  fur  la  théorie  des 
combinaifons , qu’on  doit  à Meilleurs  Frenicle , de  Mon- 
giort , Jacques  Bernoulli , Sic.  Ces  deux  derniers  ont  appro- 
fondi cette  théorie,  relativement  à fon  grand ’ufage, 
dans  le  calcul  des  probabilités  , calcul  qui  mériteroit  bien 
qu’on  en  eût  un  traité  élémentaire  en  franpois  , non- 
feulement  à caufe  des  nombreufes  applications  qu’on  en 
fait  aujourd’hui , mais  auffi  parce  qu’il  exerce  Pefpric  plus 
que  tout  autre  , d de  la  maniéré  la  plus  agréable. 

(*)  On  nomme  ces  racines  ou  ces  quantités  compo- 
fées de  plus  de  deux  termes , des  polynômes  , pour  les 
difiinguer  des  binômes  ou  des  quantités  complexes  à deux 
termes. 
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toutes  les  combinaifons  poffibles  de  trois 
lettres , & où  chaque  terme  doit  avoir  pour 
coefficient , comme  ci-deflus,  le  nombre 
de  fes  permutations. 

La  troifieme  puiflance  de  (a-\-b-\-cy 
fera , iàns  palier  par  la  multiplication , a 5 
-f-  3<ïaÆ-J-  3<zac-J-  }abb-\-6abc-\-}acc  +*' 
-f-  3 bbc-\-  3 b cc-\-c } . 

Suppofons  a — 1 , b=i , c^=  1 , le  cube 
de  1— |— 1— |—  1 , ou  de  3 , fera 

i+3+3+3+6+3+I-f3+3+i  = *7. 

Ce  réfultat  eft  jufte  & confirme  la  réglé. 

Si  l’on  avoit  fuppofé  a=i , £ = 1 &: 
c= — 1 , on  auroit  trouvé  pour  le  cube 
de  — 1 , c’eft-à-dire  de  1 

*+3 — 3+3 — 6+3+* — 34-3 — i=i- 


CHAPITRE  XII. 

Du  Développement  des  Puiffances  irration- 
nelles par  des  fuites  infinies. 

361. 

(^omme  nous  avons  fait  voir  de  quelle 
maniéré  on  doit  trouver  une  puiflance  quel- 
conque de  la  racine  a-\-b  , quelque  grand 
que  foit  l’expofant , nous  fommes  en  état 
d’exprimer  généralement  la  puiflance  de 
a-\-b , dont  l’expofant  feroit  indéterminé. 
Il  eft  évident  que  fi  on  indique  cet  expofant 
par  n , on  aura  par  la  réglé  donnée  plus 
haut  ( art.  3 48  & fuiv.  ) : 

. îli  . 12  an~'b 3 4-  - . ^ . n-^-a n'*b 4 + , 

13  • * 1 1 î 4 

&c. 

362. 

Que  fi  on  demandoit  la  même  puiflance 
de  la  racine  a — b , on  ne  feroit  que  changer 
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les  Agnes  du  fécond,  quatrième  , {meme  , 
&c.  terme , & on  auroit  ( a — b ) * = a* 


— -am~l b-\-~  ,—aa~x b'~~ . — 

&c- 

363. 


Ces  formules  font  d’une  utilité  inflgne  ; 
car  elles  fervent  aufli  à exprimer  toutes 
les  efpeces  de  radicaux.  Nous  avons  fait 
voir  que  toutes  les  quantités  irrationnelles 
peuvent  fe  mettre  fous  la  forme  de  puif- 
fances  dont  les  expofans  font  rompus , & 

que  y/ à=.  à?  , y/ & y/a=a*  t 
&c.  on  aura  donc  aufli 

V (a_M)  ■ i V (a+^)  =(a-f-é)  1 

& y/ (a-f -b)  = (a-\-by , &C. 

C eft  pourquoi , fi  l’on  veut  trouver  la 
racine  quarrée  de  a-\-b , on  n’a  befoin  que 
de  fubftituer  à Texpofant  n la  fraéiion  -j 
dans  la  formule  générale  de  l’art.  361  , & 
on  aura  d’abord  pour  les  coëfficiens , 

T 3 
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n i _ «-i » . «-a J.  ïzl L 

7 i * i ' 4 ’ 3 6 ’ 4 8 » 

— 3= — —j  ^-5=—  f.  Enfuite  a"  = a^ 

s 10  7 6 12 


/ c «-»  « »-î  1 "-Î _1 

=Va&a  =^Zi  a = — -^a  — aa| 

&c.  ou  bien  on  pourra  exprimer  ces  puif- 

fances  de  a de  cette  autre  maniéré  : a =y/ fl  ; 

n-i ya  jb— î ^ . H ^ 

fl  = “*a  S~V’  flJ 

_»lî,  a-*=^=^,  &c. 
a*  ’ b4  ^ 

364. 

, Cela  pofé , la  racine  quarrée  de  a-\-b 
pourra  s’exprimer  de  la  maniéré  qui  fuit  : 

y/  ■ 

Via  a i 4 aal»  4® 

a 

365. 

Si  donc  a eft  un  nombre  cruarré  , on 
pourra  affigner  la  valeur  de  y a > &.  par 


Digitized  by  Google 

. J 


D A L G E B R E.  2Ç)  j 

conféquent  la  racine  quarrée  de  a-\-b  pourra 
être  exprimée  par  une  fuite  infinie  fans  au- 
cun figne  radical. 

Soit,  par  exemple,  a=cc,  on  aura 
Va=ci  donc  y/ \Cc-\-b)=ç + 

. , b'  , y*  « 

I Î6*  ^7  ïî8*^l  » &C- 
On  voit  par-là  qu’il  n’eft  aucun  nom- 
bre dont  on  ne  puiflc  extraire  la  racine 
quarrée  de  la  même  maniéré  ; puifque  tout 
nombre  peut  fe  décompofer  en  deux  par- 
ties , dont  l’une  foit  un  quarré  repréfenté 
par  c c.  Si  on  cherche  , par  exemple  , la 
racine  quarrée  de  6 , on  fera  6=4  2 , 

par  conféquent  cc= 4 , c—i , b=i  ; d’où 
réfulte  y/ 6=  1 + — £ + i —JoZ  &c* 
Si  on  vouloit  ne  prendre  que  les  deux 
premiers  termes  de  cette  fuite  , on  auroit 
27  = 7,  dont  le  quarré  j eft  de  plus 
grand  que  6 ; mais  fi  on  confidere  trois 
termes  on  a 2 - = ||,dont  le  quarré 
eft  encore  de  trop  petit. 

T 4 • 
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3 66. 

Puifque  dans  cet  exemple  \ approche 
beaucoup  déjà  de  la  valeur  vraie  de  y/ 6 , 
nous  prendrons  pour  6 la  quantité  équiva- 
lente ^ — l-  Ainfi  cc  = j-,  c—\  i b= — I ; 
&:  calculant  feulement  les  deux  premiers 

termes  , nous  trouvons  \/ 6 = \ -f"r*  z±. 

7 î 


;*V=i—  To=?oi  le  cIuarré  de 


cette  fraftion  étant  ne  furpaffe  que  de 

ïoo  quarré  de  V 

Faifant  maintenant  6 =-^ — ^ , de 
forte  que  c = %&!>=— ^5;  & ne  pre- 
nant encore  que  les  deux  premiers  termes  , 

1 1 

/ , 49  1 1 ±>° 12 i 12 12 

V ® 20 -Tl*  49  1°  1*49  ao 


on  a 


49 

ao 


49 

20 


-£=£ . d“"'  le  q-arré  eft  = 

Or  6 réduit  au  même  dénominateur  eft 

=lë£o  i l’erreur  n’eft  donc  Plus  que  de 

1 

384100c*  , 
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367. 

On  pourra  de  la  même  maniéré  expri- 
mer la  racine  cubique  de  a-\-b  par  une 

férié  infinie.  Car  puifque  y/ (a+b)=={a-\-bÿ , 
on  aura  dans  la  formule  générale  n = j ; 
& pour  les  coëfficiens,  t = j » ~T~— — J» 

^=—2  &c.  & 

3 9 ’ 4 3 ’ 5 «s  * ^ 

quant  aux  puiflances  de  a , on  aura 

a"'1  = ; an_I  — \/a  ; a"-3  — &C. 


aa 


3y  3y  »/a  Va 

donc  y/ (a+b)=y/ a+'-.b-^-  — '-  . b b — 

i_-L  h^a  — — b'^a  &c.  ' 

81  • p **-7-  043  * 0 “T-  » -■ 

fl*  a 

- 368.  ■ ' ' 

Si  donc  a efl;  un  cube,  ou  a=cJ,  on 

j ' ' j ' * 

a \/a  = c , & les  lignes  radicaux  s’éva- 
nouiront ; car  on  aura  ' * - ‘ • 

>,  „ *’ 
y/(c5 +6)=C+ 3 .« — 9*c6+8,V  î43  *'r 

+ , &c. 
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369. 

Voilà  donc  une  formule,  au  moyen  de 
laquelle  on  pourra  trouver  par  approxima- 
tion , comme  on  dit,  la  racine  cnbique  d’un 
nombre  quelconque  ; puifque  tout  nombre 
peut  fe  partager  en  deux  parties  , comme 
c 3 -j-  b , dont  la  première  foit  un  cube. 

On  voudroit , par  exemple  , déterminer 
la  racine  cubique  de  1 ; on  repréfentera 
1 par  1— J— 1 , de  façon  que  c=i  & 1=  1 , 

• • — • i 

par  conféquent  y/ 1=1  -j-  -f  £ , 8cc. 

les  deux  premiers  termes  de  cette  fuite  font 
1 j = j , dont  le  cube  ^ eft  trop  grand 
de  Qu’on  fafle  donc  2 = ^ — ~ , on 
aura  c=  j-&  b— — ^ , & par  conféquent 

J,  -° 

y Ces  deux  termes  font 

dont  le  cube  eft  Or  1 

» ainfi  rerreur  eft  s*.' Et  voil^ 
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comment  on  pourra  approcher  toujours  da- 
vantage , & d’autant  plus  vite  qu’on  pren- 
dra un  plus  grand  nombre  de  termes  (*). 

(*)  M.  Halley  a donné  dans  les  Tr an f allions  philofo - 
phiques  de  1694  une  méthode  trcs-belle  & très-générale 
pour  extraire  par  approximation  les  racines  d’un  degré 
quelconque.  Moniteur  Halley  prouve  qu’on  a généra- 


ment 


+- 


2 b 


( m-i  )2  i mm-m  ) 1 

Ceux  qui  ne  feront  pas  à portée  de  confulter  les  Tratt- 
faflions  philofophiques  , trouveront  des  éclairciflernens  fur 
la  formation  & fur  les  ufages  de  cette  formule  , dans  la 
nouvelle  édition  des  Leçons  élémentaires  de  Mathématiques 
de  M.  l’Abbé  d<'(a  Caille + publiées  par  M.  l'Abbé  Marie. 


■ > 


J 1 ’ 


• . » — 


». 
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CHAPITRE  XIII. 

Du  Développement  des  Puijfances  négatives. 

,370. 

O U S avons  fait  voir  plus  haut  qu’on 
peut  exprimer  j par  a~J  •>  on  peut  donc  de 
même  exprimer  —j  par  j de  forte 

que  la  fraftion  peut  être  regardée 
comme  une  puiflance  de  a-\-b , c’eft-à-dire 
celle  dont  l’expofant  eft — i & il  s’enfuit 
de  là  que  la  férié  trouvée  ci-deflus  pour  la 
valeur  de  (a-j-Æ)"  s’étend  aufli  à ce  cas. 

— — — - 

Puis  donc  que  fignifie  autant  que 
fuppofons  dans  la  formule  citée 
n= — i ; nous  aurons  d’abord  pour  les 
coëfficiens  : " = — i j — = — j ; i ; 

"y— — i > &c.  ; & enfuite  pour  les  puil- 
fances  de  a : 
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^ (a  + ^)'—  ^7== ï 

b 1 bb  b'  b*  b'  a , 

— itH — ", ; ~{ j- g &C.  & ceft 

a 1 a3  a4  1 a’  a 


la  même  fuite  que  nous  avons  déjà  trouvée 
plus  haut  par  la  divifion. 


372* 

De  plus  (a+ly  étant  autant  que  (a+£)-*, 

réduifons  auffi  cette  formule  en  une  fuite 
infinie.  11  faudra  pour  cet  effet  fuppofer 
n= — 2,  & nous  aurons  pour  les  coëf- 

ficiens  d’abord  ï =— f } ^ =— i } ~ 
= j j = 4 » ^ P°Ur  PU^“ 

fances  de  a : a"=:  -7;  an~l  = -î-  } a"-1 
a a5 

a"”3±=-^--,  &c.  Nous  obtenons 

a4  ia’ 


donc  (a-f-£)-*  = 


1 

(a+by 


1 

â7 


b 3 

1 1 i __L  1 î 4 
«*»  *ï*  a4  "t“ ; « *»* î‘ 


&c. 
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.13 , . I L 1 — ,.!!£* 

ür  7 = 1»  7*1 — 3»  . 4»1*a*j*4 

= 5 , &c.  Par  conféquent  nous  avons 

, x b . b'  b'  b* 

17î'îa4  4aï+îa4 

-4+7^  &C* 

373- 

Continuons  & fuppofons  72  = — 3 , nous 
aurons  une  fuite  qui  exprimera  la  valeur 

de__JL_  ou  de  Les  coëfficiens 

feront: -= — 7;  — — — -»  } — 3 » 

&c.  & les  puiflances  de  a de- 


a’ 

b « 


zi 


a4 

a» 


= ->« 
a 4 

1 

a’ 

1 

a1 

a6-r  r-a 

5 <5 

’ 3 * 4 

a7 

* A1 

b* 

r io^ 

+ I5^ 

£-.+45 

b * 

„ « * 

Sic. 

. -*  Digitize 


r_GoOgI 
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Faifons  encore  n =.  — 4 , nous  aurons 
pour  les  coèfficiens  : -= — — = I • 

n 1 1,1  1 » 

~J~~ — j i ~ — — ^ &c.  & pour  les  puil- 

fances:  <z"r=  -Î-;  a’“  = an~t=  — . 

a4  ’ a!  ’ » 

a ,==^7»  42,1  ~4;::=  ^r>  ^c" d’où l’on tire: 

1 = ».  4 £.4  jj;  4i«*» 

(a-M)4  a4  '‘a1  '~,'1‘a6  »*»*3a7 

_L  i I 1 7 I £ , />’ 

* ***'ÏV  as&  ^'~4^T  + IO‘^ 

, b*  ,b'  . 

~ i0^+3f  , &c. 

374- 

Les  différens  cas  que  nous  venons  de 
confidérer  nous  mettent  en  état  maintenant 
de  conclure  avec  certitude  qu’on  aura  gé- 
néralement pour  une  telle  puiflance  néga- 
tive quelconque  de  a-\-b  : 

b 


1 J m V « m m+i 

(a.-\-b)n  a”  T'TV 

— — .AL  4-  Rrr 
• » • 3 * r > <xc' 


a 

l 
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Et  on  peut , moyennant  cette  formule , 
transformer  toutes  ces  efpeces  de  fra&ions 
en  fuites  infinies  , en  fubftituant  même  à 
m des  fra&ions , afin  d’exprimer  des  for- 
mules irrationnelles. 

••  - 375- 

Pour  éclaircir  encore  davantage  cette 
matière  , nous  joindrons  ici  les  confédé- 
rations qui  fuivent. 

Nous  avons  trouvé  : 


1 , b .b'  b ' , 

*-J -b  ° a'  'a*  a*  ' a'  au  ‘ * 

&C. 

Si  nous  multiplions  donc  cette  fuite  par 
a-\-b  , il  faut  que  le  produit  foit  = i : & 
cela  fe  trouve  vrai , comme  on  va  le  voir , 
en  effe&uant  la  multiplication  : 

■ b I ü-  b\  1 &c. 

a a1  ' ûj  a**  a'  ab  ' 

a + b 

, fl  b'  'h'> b'  h'  , o.r 

' ’ ' + 


b' 
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376. 

Nous  avons  trouvé  auffi 


(«+*)' 


a 5 ' a4  a5  ' a6  a7 

on  multiplie  donc  cette  fuite  par  (a-\-by , 
il  faut  que  le  produit  foit  pareillement  =1. 
Or  (a-\-by  =.aa-\-zab-\-bb  , voici  donc 
le  plan  de  l’opération  : 

, lb  , T>bb  4^J  1 5 b*  6b ' , 

7“7T7  ~r 

&c. 

<za-{-2a£-}-£Æ 


1 « I 00  a>  * a4  ai  “ 

+T-S+^-7-‘ +^-&C. 

+z-14+£-:4+°“- 


4 b 


y 


6é' 


1 produit  que  la  nature  de  la  chofe  exigeoit. 
Tome  /.  V 


./ 

/ 


i 

/ 


A 
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377- 

Que  fi  l’on  ne  multiplioit  que  par  a-j-£ 
la  férié  trouvée  pour  la  valeur  de 

0 «-M. ) 

il  faudroit  que  le  produit  répondît  à la  frac- 
tion ~ * , ou  fut  égal  à la  férié  trouvée  ci- 

deffus,  L.-±  + “-L  + L Sic.  & 

“ a ' a1  a4  ' a' 

c’eft  ce  que  la  multiplication  effeétive 
confirmera. 

_L  _ i Rrr 

--  a5"1"  a4  a’  ' û6 

a+b 

I a*  I \bb  4 b'  , 5 b4 

.--.-.  + — --^  + 7-  &<=• 

b ibb  . -\b'  4 b4 


_L__*  

‘ai  ni 


&c. 


a «T  aî  a4  ‘a’ 


:\ 
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SECTION  TROISIEME. 

Des  Rapports  & des  Proportions . 


CHAPITRE  PREMIER. 

Du  Rapport  arithmétique , ou  de  la  différence 
entre  deux  Nombres. 

378. 

D eux  grandeurs  font  ou  égales  l’une 
à l’autre  , ou  elles  ne  le  font  pas.  Dans  ce 
dernier  cas  où  l’une  eft  plus  grande  que 
l’autre,  on  peut  envifager  leur  inégalité 
fous  deux  points  de  vue  ditférens  -,  on  peut 
demander  de  combien  une  des  quantités  eft 
plus  grande  que  l’autre  ? On  peut  aufli  de- 
mariderKcombien  de  fois  l’une  eft  plus  grande 
que  l’autre  ? Les  déterminations  qui  for- 
ment les  réponfes  à ces  deux  queftions , fe 
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nomment  toutes  deux  des  rapports  ou  des 
raifons  ; on  a coutume  de  nommer  la  pre- 
mière rapport  arithmétique  , & la  fécondé 
rapport  géométrique  , fans  cependant  que 
ces  dénominations  ayent  aucune  liaifon 
avec  la  chofe  même  -,  c’eft  arbitrairement 
quelles  ont  été  adoptées. 

370. 

On  s’imagine  bien  fans  doute  qu’il  faut 
que  les  grandeurs  dont  nous  parlons  foient 
d’une  même  efpece , puifque  fans  cela  on 
ne  pourroit  rien  déterminer  au  fujet  de  leur 
égalité  ou  de  leur  inégalité.  Il  feroit  ab- 
furde  , par  exemple  , de  demander  fi  deux 
livres  & trois  aunes  font  des  quantités 
égales  ? C’efl  pourquoi  dans  ce  qui  va  fuivre 
il  ne  peut  être  queftion  que  de  quantités 
d’une  même  efpece  -,  & comme  elles  peu- 
vent toujours  être  aflignées  en  nombres , 
ce  n’efl:  aufli , comme  nous  en  avons  averti 
dès  le  commencement , que  des  nombres 
dont  nous  traiterons. 


Quand  on  demande  donc  de  deux  nom- 
bres donnés , de  combien  l’un  eft  plus  grand 
que  l’autre , la  réponfe  à cette  queftion 
détermine  le  rapport  arithmétique  de  ces 
deux  nombres.  Or  puifque  cette  détermi- 
nation fe  fait  en  indiquant  la  différence  des 
deux  nombres , il  s’enfait  qu’un  rapport 
arithmétique  n’eft  autre  chofe  que  la  dif- 
férence entre  deux  nombres.  Et  comme 
ce  mot  de  différence  nous  paroît  une  ex- 
prefîion  plus  propre,  nous  rélèrverons  celles 
de  rapport  ou  raifon , pour  exprimer  les 
rapports  géométriques. 

381. 

La  différence  entre  deux  nombres  fè 
trouve  , comme  on  fait , en  fouflrayant  le 
plus  petit  du  plus  grand  ; rien  de  plus  facile 
par  conféquent  que  de  réfoudre  la  queftion  r 
de  combien  l’un  eft  plus  grand  que  l’autre. 
Et  dans  le  cas  donc  où  les  nombres  font 
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égaux  , la  différence  étant  nulle  ou  zéro , 
fi  l’on  demande  de  combien  un  des  nom- 
bres eft  plus  grand  que  l’autre  , on  répon- 
dra , de  rien.  Par  exemple  , 6 étant  =2.3  , 
la  différence  entre  6 & 2.3  eft  o. 

382. 

Mais  lorfque  les  deux  nombres  ne  font 
pas  égaux , comme  5 & 3 , & qu’on  de- 
mande de  combien  5 eft  plus  grand  que  3 , 
la  réponfe  eft , de  2 ; & elle  fe  détermine 
en  fouftrayant  3 de  5.  De  même  15  eft, 
plus  grand  que  5 , de  10  ; & 20  furpafle 
8 de  12. 

383. 

Nous  avons  donc  trois  chofes  à confi- 
dérer  ici  : 1 le  plus  grand  des  deux  nom- 
bres ; 2.0  le  plus  petit , & 3.0  la  différence. 
Et  ces  trois  quantités  ont  entr’elles  une  liai- 
fon  telle , que  deux  des  trois  étant  données , 
elles  déterminent  toujours  la  troifieme. 

Soit  le  plus  grand  nombre  = a , le  plus 
petit  = 4 , & la  différence  = d : on  trou- 


\ 
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vera  la  différence  d en  fouftrayant  b de  a , 
de  façon  que  d~a — b ; d’où  l’on  voit 
comment  a & b étant  donnés  on  peut  trou- 
ver d. 

384. 

Mais  fi  c’eft  la  différence  qui  eft  donnée 
avec  le  plus  petit  des  deux  nombres,  ou  b , 
/ ce  fera  le  nombre  plus  grand  qu’on  pourra 
déterminer, (avoir,  en  ajoutant  enfemble  la 
différence  & le  nombre  plus  petit , ce  qui 
donne  a=b-\-d.  Car  fi  on  ôte  de  b-\-d 
le  moindre  nombre  b , il  refte  d , qui  eft 
la  différence  connue.  Soit  le  moindre  nom- 
bre = 12,  la  différence  = 8 , le  nombre 
plus  grand  fera  = 20. 

385. 

Enfin  fi  outre  la  différence  d le  plus  grand 
nombre  a eft  donné,  on  trouve  l’autre  nom- 
bre b en  fouftrayant  la  différence  du  plus 
grand  nombre , ce  qui  fait  qu’on  a b=a — d. 
Car  fi  j’ôte  le  nombre  a — d du  nombre 
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plus  grand  a , il  refie  d , qui  efl  la  différence 
donnée. 

386. 

La  liaifon  entre  ces  trois  nombres  a,  b,  i 
efl  donc  telle  qu’on  en  tire  les  trois  dé- 
terminations fuiv  antes  : i.°  d=a  — bi 
2-°  a=.b-\-d  ; 3.0  b= a — d>  & fi  une 
de  ces  trois  comparaifons  efl  jufle , il  faut 
neceffairement  que  les  deux  autres  le  foient 
auffi.  Donc  en  général  fi  ^=x-\-y  , il 
faut  abfolument  quey=^ — x&x={—y. 

387. 

Il  efl  à remarquer  au  fujet  de  ces  raifons 
arithmétiques , que  fi  l’on  ajoute  aux  deux 
nombres  a & b yn  nombre  c pris  à volonté , 
ou  qu  on  1 en  fouflraie  , la  différence  refie 
la  même.  C’efl-à-dire  que  fi  d efl  la  dif- 
férence entre  a & b , ce  nombre  d fera 
aufîi  la  différence  entre  a-f-c  & b-\-c , & 
entre  a — c & b — c.  Par  exemple , la  dif- 
férence entre  les  nombres  20  & 1 2 étant  8, 


x 

A 
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cette  différence  reftera  la  même , quelque 
nombre  qu’on  ajoute  à ces  nombres  20 
& 1 2 , & quelque  nombre  qu’on  en  re- 
tranche. 

388. 

La  preuve  en  eft  évidente.  Car  fi  a — b 
==</,  on  a aufli  (a-}-c)  — (£-j-c  )=</;  & 
de  même  (<z — c)  — {b — c)tsJ. 

389. 

Si  on  double  les  deux  nombres  a & b , 
la  différence  deviendra  double  aufii.  Ainfi 
quand  a — b~d  y on  aura  2 a — ib=id  ; 
& en  général  na — nb=nd , quelque  nom- 
bre qu’on  prenne  pour  n. 
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CHAPITRE  IL 

Des  P roponions  arithmétiques. 


39a 

Lorsque  deux  rapports  arithmétiques 
font  égaux  , cette  égalité  fe  nomme  une 
proportion  arithmétique. 

Ainfï  quand  a — b=d  & p — q—d , de 
forte  que  la  différence  efl  la  même  entre 
les  nombres  p & q , qu’entre  les  nombres 
a St  b , on  dit  que  ces  quatre  nombres  for- 
ment une  proportion  arithmétique  ; on 
l’écrit  a — b=p — q , & on  indique  claire- 
ment par-là  que  la  différence  entre  a & b 
efl  égale  à la  différence  entre  p & q. 

391* 

Une  proportion  arithmétique  confifle 
donc  dans  quatre  termes,  qui  doivent  être 
tels , que  fi  on  fouflrait  le  fécond  du  pre- 
mier, le  refie  le  trouve  le  même  qu’en 
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fouftrayant  le  quatrième  du  troifieme.  Ainfi 
ces  quatre  nombres  12,7,9,  4 forment 
une  proportion  arithmétique,  parce  que 
12  — 7 = 9 — 4 O-  , 

392. 

Quand  on  a une  proportion  arithmé- 
. tique  comme  a — b—p — q , on  peut  faire 
changer  de  place  au  fécond  & au  troi- 
fieme terme  , en  écrivant  a — p — b — q ; 
cette  égalité  ne  fera  pas  moins  vraie.  Car 
puifque  a — b=p — q , qu’on  ajoute  d’abord 
b des  deux  côtés,  on  aura  a=b-\-p — q . 
Qu’on  fouftraie  enfuite  p des  deux  côtés , 
on  aura  a — p = b — q. 

Ainfî,  comme  12 — 7=9 — 4,onaauffi 
12  — 9=7—4. 

393- 

On  peut  auffi  dans  toute  proportion  arith- 
métique , mettre  le  fécond  terme  à la  place 


r 

i 

! 


( 


O Pour  défigner  que  ces  nombres  font  une  telle  pro- 
portion, quelques-uns  les  écrivent  ainfi:  12.7:9.4. 
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du  premier,  fi  on  fait  en  même  temps  une 
tranfpofition  pareille  du  troifieme  & du 
quatrième.  C’eft-à-dire  que  fi  a — b—p — q , 
on  aura  aufli  b — a=q — p.  Car  b — a eft 
la  négative  de  a — b , & de  même  q — p 
eft  la  négative  de  p — q.  Ainfi  , puifque 
12 — 7=9 — 4,  on  a pareillement  7 — 12 
—4-9- 

394- 

Mais  la  propriété  principale  d’une  pro- 
portion arithmétique  quelconque  eft  celle- 
ci  : que  la  fomme  du  fécond  & du  troifieme 
terme  eft  égale  conftamment  à la  fomme 
du  premier  & du  quatrième  terme.  Cette 
propriété , à laquelle  il  faut  bien  faire  at- 
tention , s’exprime  aufli  de  cette  façon  : la 
fomme  des  moyens  eft  égale  à la  fomme 
des  extrêmes.  Ainfi,  comme  1 2 — 7=9 — 4» 

, on  a 7-J— 9=1 2. — | — 4 ; & en  effet  la  fomme  ' 
eft  16  de  part  & d’autre. 


Digitized  by  Googlej 


D A L G E B R E. 


317 


395* 

Soit , pour  démontrer  cette  propriété 
principale  , a — b—p — q ; fi  on  ajoute  de 
part  & d’autre  b-\-q , on  a a-\-q—b-\-p  ; 
c’eft-à-dire  que  la  Tomme  du  premier  & 
du  quatrième  terme  eft  égale  à la  Tomme 
du  Tecond  & du  troifieme.  Et  réciproque- 
ment , fi  quatre  nombres , a , b , p , q , Tont 
tels  que  la  Tomme  du  Tecond  & du  troi- 
fieme efi:  égale  à la  Tomme  du  premier  & 
du  quatrième  , c’eft-à-dire  que  b+p=a+q  , 
on  en  conclut , Tans  pouvoir  Te  tromper , 
que  ces  nombres  Tont  en  proportion  arith- 
métique , & que  a — b—p — q.  En  effet , 
puiTque  a-\-q—b-\-p , fi  on  Touftrait  de 
l’un  & de  l’autre  côté  b-\-qy  on  obtient 
a — b—p  — q. 

Ainfi  les  nombres  18,13,15,10  étant 
tels  que  la  Tomme  des  moyens  1 3 — 1 5 
= z8  eft  égale  à la  Tomme  des  extrêmes 
1 8— 10=28,  on  eft  certain  qu’ils  forment 
aulïï  une  proportion  arithmétique , & par 
conTéquent  que  18 — 13=15  — 10. 


3i8 
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396. 

Tl  eft  facile  au  moyen  de  la  propriété 
dont  nous  parlons , de  réfoudre  la  queftion 
qui  fuit  : les  trois  premiers  termes  d’une 
proportion  arithmétique  étant  donnés  , 
trouver  le  quatrième  ? Soient  a , b , p ces 
trois  premiers  termes , & exprimons  par  q 
le  quatrième  qu’il  s’agit  de  déterminer , nous 
aurons  a-]^q—b-\-p  ; fouftrayant  enfuite  a 
de  part  & d’autre , nous  obtenons  q=b-\-p 
— a.  Ainfi  le  quatrième  terme  fe  trouve  en 
ajoutant  enfemble  le  fécond  & le  troisième, 
& en  fouftrayant  de  cette  fomme  le  premier. 
Suppofez  , par  exemple , que  19,  28 , 1 J 
foient  les  trois  premiers  termes  donnés , la 
fomme  du  lècond  &:  du  troifieme  eft— 41  » 
ôtez-en  le  premier  qui  eft  19  , il  refte  12 
pour  le  quatrième  terme  cherché  , & la 
proportion  arithmétique  fera  indiquée  par 
19 — 28—1 3 — 22  , ou  par  28 — 19—22 
— 13,  ou  par  28 — 22=19 — lb 
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397- 

Lorfque  dans  une  proportion  arithmé- 
tique le  fécond  terme  efl  égal  au  troifieme , 
on  n a que  trois  nombres  , mais  dont  la 
propriété  efl  telle  que  le  premier  moins 
le  fécond  fait  autant  que  le  fécond  moins 
le  troifieme  ,,ou  bien  que  la  différence  enrre 
le  premier  & le  fécond  nombre  efl  égale 
à la  différence  entre  le  fécond  & le  troi- 
fieme. Les  trois  nombres  19,  1 5 , 1 1 font 
de  cette  efpece , puifque  1 9 — 1 5 =1 5 — 1 1. 

398. 

On  dit  de  trois  nombres  tels  que  ceux  là , 
qu  ils  forment  une  proportion  arithmétique 
continue  , & on  le  défigne  quelquefois  par 
le  ligne  4 > en  écrivant , par  exemple  , 
7-19,15,11.  On  nomme  auffi  ces  fortes 
de  proportions  des  progrejjions  arithméti- 
ques > fur-tout  s’il  y a un  plus  grand  nombre 
de  termes  qui  fe  fuivent  conformément  à 
la  même  loi. 


J 
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Une  progreflion  arithmétique  peut  être 
ou  croijfarue  ou  décroijfante.  La  première 
dénomination  lui  convient  quand  les  termes 
* vont  en  augmentant , c’eft-à-dire  , quand 

le  fécond  furpafïe  le  premier , &:  que  le 
troifieme  furpafi’e  d’autant  le  fécond,  comme 
ces  nombres-ci,  4,7,  10.  La  progreflion 
décroiflante  efl:  celle  où  les  termes  vont 
toujours  en  diminuant  de  la  même  quan- 
tité, tels  font  les  nombres  9 , 5 , 1. 

399- 

Suppofons  que  les  nombres  atb  tc  foient 
en  progreflion  arithmétique  , il  faut  que 
a — b=b — c y d’où  il  fuit , à caufe  de  l’éga- 
lité de  la  fomme  des  extrêmes  & de  celle 
des  moyens , que  ib=a-\-c  y & fi  on  fouf- 
trait  a de  part  & d’autre , on  a c=ib — a. 

400.  , 

Ainfi  quand  les  deux  premiers  termes , 
a y b , d’une  progreflion  arithmétique  font 
donnés  , on  trouve  le  troifieme  , en  ôtant 

le 
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le  premier  du  double  du  fécond.  Soient 
1 & 3 les  deux  premiers  termes  d’une  pro- 
greflion  arithmétique  , le  troifieme  fera 
= 2.3 — t==J*  Et  ces  trois  nombres  1,3,5 
donnent  la  proportion  1 — 3=3 — j., 

401. 

On  peut , en  fuivant  la  même  voie , aller 
plus  loin  & continuer  la  progreflion  arith- 
métique aufli  loin  qu’on  voudra  : on  n’a 
qu’à  chercher  le  quatrième  terme  moyen- 
nant le  fécond  & le  troifieme , de  la  même 
maniéré  qu’on  a déterminé  le  troifieme  au 
moyen  du  premier  & du  fécond  , & ainfi 
de  fuite.  Soit  a le  premier  terme , & b le 
fécond  , le  troifieme  fera  = ib  — a , le 
quatrième—  4b- — 2 a — l—^b — 2 a , le  cin- 
quième =6b — 4 a — ib-\-a=:j\b  — 3 a,  le 
fixieme  =8 b — 6a — 3 b-\-ia=^b — 4 a , le 
feptieme  — 1 o b — 8 b — +b-\-}  a=6b— j a . 


E L É M E N S 


CHAPITRE  III. 

402. 

Des  P rogrejjlons  Arithmétiques. 

j^Jous  avons  inflnué  qu’on  nomme  pro - 
grejjion  arithmétique  une  fuite  de  nombres 
compofée  d’autant  de  termes  qu’on  veut  , 
lefquels  croiflent  ou  décroiflent  toujours 
d’une  même  quantité. 

Ainfl  les  nombres  naturels  écrits  par 
ordre , comme  1,  1,3,4,5,6,75  8, 
9,10,  &c.  forment  une  progreflion  arith- 
métique , parce  qu’ils  augmentent  toujours 
de  l’unité  } & la  fuite  25  , 22 , 19  , 16  , 
13,10,7,4,  1 , &c.  eft  aufli  une  telle 
progreflion  , puifque  ces  nombres  dimi- 
nuent conftamment  de  3. 

403- 

« 

Le  nombre  ou  la  quantité  dont  les  termes 
d'une  progreflion  .arithmétique  deviennent 
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plus  grands  ou  plus  petits , fe  nomme  la 
différence.  Ainfi  quand  le  premier  terme  etl 
donné  avec  la  différence  , on  peut  conti- 
nuer la  progreflion  arithmétique  aufli  loin 
qu*on  voudra.  Soit , par  exemple , le  pre- 
mier terme  — 1 , & la  différence  = 3 , 
on  aura  la  progreflion  croiffante  qui  fuit  ; 
2,5,8,  1 1 , 14,  17, 20,23,  26, 29  ,&c. 
où  chaque  terme  fe  trouve  en  ajoutant  la 
différence  au  terme  précédent. 

404. 

On  a coutume  d’écrire  les  nombres  natu- 
rels , 1 , 2 , 3,4,5,  &c.  au-deflùs  des 
termes  d’une  telle  progreflion  arithmétique , 
afin  qu’on  reconnoiffe  d’abord  le  rang  où 
un  terme  quelconque  fe  trouve  être  dans 
la  progreflion.  On  peut  nommer  ces  nom- 
bres écrits  au-deflùs  des  termes , des  in- 
dices ; ainfi  l’exemple  cité  s’écrira  comme 
il  fuit  : 

Indices  , 1,1,3,4,5,6,7,8,9,10 
Prog.arithm.  2,5,8,!  1,14,17,20,23,16,29 

X 2 ' 
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&c.  où  l’on  voit  que  29  eft  le  dixième 

terme. 

405- 

Soit  a le  premier  terme , &z  d la  diffé- 
rence , la  progreffion  arithmétique  conti- 
nuera dans  cet  ordre  : 

1x34567 

û+2</,tf+3t/,fl+4^>a+5<4<H-6d,&c. 

par  lequel  on  voit  qu’il  efl  facile  de  trou- 
ver aufli-tôt  un  terme  quelconque  de  la 
progreffion  , fans  qu’il  foit  néceffaire  de 
connoître  tous  les  termes  précédais , & 
uniquement  par  le  moyen  du  premier  terme 
a & de  la  différence  d.  Par  exemple , le 
dixième  terme  fera  = a-\-<)d , le  centième 
terme— J— 99^ , & en  général  le  terme 
n quelconque  fera  =£-}-(« — i)d. 

406. 

Lorfqu’on  s’arrête  en  quelque  endroit  de 
la  progreffion , il  eft  effentiel  de  faire 
attention  au  premier  & au  dernier  terme , 
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& l’indice  du  dernier  indiquera  le  nombre 
des  termes.  Si  donc  le  premier  termes  a , 
la  différence —d,  & le  nombre  des  termes 
—n  j,  on  a le  dernier  terme  =a-{-(« — r 
lequel  fe  trouve  par  conféquent  en  mul- 
tipliant la  différence  par  le  nombre  des 
termes  moins  un , & ajoutant  à ce  produit 
le  premier  terme. 

r . ;:  r.  .»  3 • 

Suppofez,  par  exemple,  une  progreflion 

arithmétique  de  cent  tenues , dont  le  pre- 
mier = 4 , & que  la  différence  Toit ^3  , 
lé  dernier  terme  fera-=99..jr}-4:==joi. 


ii  . .j 


TJ.i. 


. i - - "il 

4*>V  -■  ■ •" 

, .Lprfqu’pn  connoît  Iq  premier  terme  a & 
le  dernier  7 , avec  le  nombre  des  termes 
= n y op.  peut  trouyer  lq.  différence  J.  Car 
puifque  le  dernier  terme  {a=u-j-(« — 1 )d7 
fi  on  fouftrait  de  part  & d’autre  a , on  ob- 
tient — 1 )d.  Ainft  en  fouftrayant 

le  premier  terme  du  dernier,  on  a le  produit 
de  la  différence  multipliée  par  le  nombre 
des  termes  moins  x.  On  n’aura  donc  qu’à 

X 3 
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divifer  £ — a par  n — i pour  obtenir  la  valeur 
cherchée  de  la  différence  d , qui  fera=^. 
Ce  réfultat  fournit  cette  réglé  : on  fouftrait 
le  premier  terme  du  dernier  terme , & on 
divife  le  refte  par  le  nombre  des  termes 
diminué  de  l’unité , le  quotient  eft  la  diffé- 
rence ; par  le  moyen  ‘ de  laquelle  on  eft 
en  état  enfuite  d’écrire  toute  la  progreflion. 

‘V,  4°8., 

Suppofons , par  exemple , une  progref- 
fion  arithmétique  de  neuf  termes , dont  le 
premier  foit  = 2 , & .le  dernier  = 26 , & 
qu’il  s’agiffe  de  trouver  la  différence.  Il  fau- 
dra donc  fouftraire  le  premier  terme  2 du 
dernier  26  & divifer  le  refte  , qui  eft  14, 
par  9 t c’eft-à-dire  par  8 ; le  quotient  3 
léra  égal  à la  différence  cherchée  , & la 
progreiTion  entière  fera  :»  • *' 

1'  2 34  5 6 7 . 9 

2 5 Jj  14)  17  J 20  t ^3»  *6. 

Suppofons , pour  donner  un  autre  exem- 
ple , que  le  premier  terme  foit  = 1 , le 
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dernier  = 2 , le  nombre  des  termes  = 10 , 
& qu’on  demande  la  progreflion  arithmé- 
tique qui  répond  à ces  fuppofitions , nous, 
aurons  aufli-tôt  pour  la  différence  = - ; 
&.  de  là  nous  conclurons  que  la  progrelffon 
eff  : 

1 13456789  10 

1,  2* 

Autre  exemple . Soit  le  premier  terme 
= 1 - , le  dernier  = 1 2 - , & le  nombre 
des  termes  x=  7 f on  aura  la  différence 


j 2 - 

1 


I 


iL=  l°*  =f;  = ‘S,&parcon- 

7 — 1 6 

féquent  la  progreflion  : 

1 i 3 4 î 6 7 

I I IJ  J 1 . *9  f 

2 3 » 4ps»  S »8»  7 11  * 9$>  > l03«  »,  •K* 


409. 

Maintenant  fl  les  données  font  le  pre- 
mier terme  a , le  dernier  terme  { & la 
différence  d , elles  font  trouver  le  nombre 
des  termes  n.  Car  puifque  { — a=(n—  i)d, 
on  divifera  des  deux  côtés  par  d,  & on  aura 

X 4 
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l-Y  = n—^-i.  Or  n étant  de  i plus  grand 
que  n — i , on  a i ; par  confé- 

quent  le  nombre  des  termes  fe 1 troüve  en 
divilànt  la  différence  entre  le  premier  &: 
Je  ‘ dernier  terme  , ou  ^ — a , par  la  diffé- 
rence de  la  progre/fton  , & en  ajoutant 
l’unité  au  quotient  , r . » . 

. , Soit , par  exemple  4 le  premier  terme 

4 » le  dernier  = 1 00  , & la  différence 
==  1 2 , le  nombre  des  termes-fera 
& voici  quels  feront  ces  neuf  termes  : 
12  3 4 j 6 ■ 7 8-9 

4,16,  28,  40,  52,  64,  76,  '88,100. 

Si  le  premier  terme  r=2 , le  dernier  = 6 , 
& la  différence  s 1 j- , le  nombre  des  teî- 

A ✓ 

mes  fera  — -f- 1 — 4 , & ces  quatre  termes 
feront 

12  3 .4 

1 < I 2 

2 > 3 j » 4J  » 6* 

Soit  encore  le  premier  terme  = 3~>  Ie 
v dernier  = 7 j,  & la  différence  = 1^,  *e 
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^ JJ  • « ^ 

nombre  des  termes  fera  = — — , — 5-  -f-  i 

. 9 

=4  j & voici  ces  quatre  termes  : 

1 7 sC2  2 

• 3 J > 49  » o -,  7 3 • 

410. 

Mais  il  faut  obferver  que  le  nombre  des 
termes  devant  être  néccffairement  un  nom- 
bre entier  , fi  on  n’avoit  pas  trouvé  un  tel 
nombre  pour  n dans  les  exemples  de  l’ar- 
ticle précédent , les  queftions  auroient  été 
abfurdes. 

Toutes  les  fois  donc  qu’on  ne  trouvera 
pas  un  nombre  entier  pour  la  valeijr  de 
V»  d fera  impofiible  de  réfoudre  la  quef- 
tion  j & par  conféquent  pour  que  ces  fortes 
de  queftions  foient  pofiibles , il  faut  que 
^ — a foit  divifible  par  d.  _ . 


*41  I. 

On  conclura  de  ce  que  nous  avons  dit , 
qu'on  a toujours  quatre  quantités  ou  élé- 
mens  à confidérer  dans  une  progrefiion 
arithmétique  : 
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I.  le  premier  terme  a , 

II.  le  dernier  terme  ç , 

■ III.  la  différence  d , 

IV.  le  nombre  des  termes  n. 

Et  les  rapports  de  ces  quantités  les  unes 
aux  autres  font  tels , que  fi  on  en  connoît 
trois , on  eft  en  état  de  déterminer  la  qua- 
trième , car  : 

I.  Si  a , d & n font  connus , on  a 
“|-(/z — l )d. 

II.  Si  {,  d & n font  connus,  on  a 
— ( n — i)  d. 

III.  Si  a,  ç & « font  connus,  on  a d=]^. 

IV.  Si  a , ^ & d font  connus , on  a/i^^ 
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CHAPITRE  IV. 

• * •/ 

De  la  Sommation  des  P rogrejjions 
arithmétiques. 


412. 

O N a fouvent  befoin  auflï  de  prendre 
la  fomme  d’une  progreflion  arithmétique.' 
On  la  trouveroit  en  ajoutant  enfemble  tous 
les  termes  ; mais  comme  cette  addition 
feroit  très -prolixe  , quand  la  progreflion 
confïfte  en  un  grand  nombre  de  termes  , 
on  a imaginé  une  réglé , par  le  fecours  de 
laquelle  on  trouve  très-facilement  la  fommle 
dont  nous  parlons. 

4I3*..  • 

Nous  conlîdérerons  d’abord  une  progref- 
' fion  de  cette  efpece  qui  foit  donnée , & 
telle  que  le  premier  terme  = 2 , la  diffé- 
rence = 3 , le  dernier  terme  = 29  , & le 
nombre  des  termes  = 10  : 


1 
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I î y 4 5 6 7 8 91  io 

2,  5,8,11,  14,  17,  io,  23,  16,  29. 

Nous  voyons  que  dans  cette  progreflion 
la  fomme  du  premier  & du  dernier  terme 
= 31  ; la  fomme  du  fécond  & du  pénul- 
tieme  = 31  ; la  fomme  du  troifieme  & de 
l’antépénultieme  = 3 1 , & ainfi  de  fuite  -, 
& nous  en  conclurons  que  la  fomme  de 
deux  termes  quelconques  également  éloi- 
gnés l’un  du  premier  & l’autre  du  dernier 
terme  , eft  toujours  égale  à la  fomme  du 
premier  &:  du  dernier  terme. 

4I4. 

*,  '•  ^ r.t  t | , ~ 1 

Il  eft  facile  d’en  faifir  la  raifon.  Car  fi 
nous  fuppofons  le  premier  terme  =a, le 
dernier  , & la  différence  d,  la  fomme 
du  premier  & du  dernier  terme  eft  > 
& le  fécond  terme  étant  = a-\-d  & le  pé- 
nultième = ^ — d , la  fomme  de  ces  deux 
termes  eft  aufii  =za-\-rc  Enfuite  le  troifieme 
terme  étant  a-\-  id , & Fantépénultieme 
=1  — id , il  eft  clair  que  ces  deux  termes 
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ajoutés  enfemble  font  aufli  On  dé- 
montrera la  même  chofe  de  tous  les  autres. 

41 5- 

Pour  parvenir  donc  à déterminer  la 
fomme  de  la  progreflion  propofée  on  écrira 
deflous  , terme  pour  terme  , < la  même 
progreflion  prife  à rebours , & on  fera 
l’addition  des  termes  correfpondans,  comme 
il  fuit  : 

2 +5  +8+ 11  + 14+17+20+23+26+29 

29+26+23+10-1-1 7 + 1 4+ 1 1 + 8+  5+  2 

31+31+31+31+31+31  + 31+31  + 31+31  . 

Cette  fuite  de  termes  égaux  eft  évidem- 
ment égale  au  double  de  la  fomme  de  ld 
progreflion  propofée  j . or  le  nombre  de 
ces  termes  égaux  effc  1 o , comme  dans  la 
progreflion  , & leur  fomme , par  confé- 
quent , =10.31  = 310.  Ainfi , puifque 
cette  fomme  eft  le  double  de  la  fomme  de 
la  progreflion  arithmétique  , il  faut  que 
cette  fomme  cherchée  foit  ==  155. 


334 
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4l6. 

Si  on  procédé  de  la  même  maniéré  à 
l’égard  d’une  progreflion  arithmétique  quel- 
conque , dont  le  premier  terme  foit  = a, 
le  dernier  = { , & le  nombre  des  termes 
= /z;  en  écrivant  fous  la  progreflion  don- 
née la  même  progreflion  en  rétrogradant , 
on  aura , en  faifant  l’addition  terme  à terme , 
une  fuite  de  n termes , dont  chacun  fera 
=<2-|~{ ; la  fomme  de  cette  fuite  fera  par 
conféquent  =n(a-J-^),  & elle  fera  le 
double  de  la  fomme  de  la  progreflion  arith- 
métique propofée  j celle  - ci  fera  donc 

"(«-*-0 

a • 

417- 

Ce  réfultat  fournit  une  méthode  facile 
pour  trouver  la  fomme  d’une  progreflion 
arithmétique  quelconque  ; elle  fe  réduit  à 
cette  réglé  : 

Multipliez  la  fomme  du  premier  & du 
dernier  terme  par  le  nombre  des  termes, 
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la  moitié  du  produit  indiquera  la  Tomme 
de  toute  la  progreffion. 

Ou , ce  qui  revient  au  même , multipliez 
la  Tomme  du  premier  & du  dernier  terme 
par  la  moitié  du  nombre  des  termes. 

Ou  bien  , multipliez  la  moitié  de  la 
Tomme  du  premier  & du  dernier  terme  par 
le  nombre  total  des  termes.  Ces  deux  ma- 
niérés d’énoncer  la  réglé , donnent  également 
la  Tomme  de  la  progreffion. 

418. 

Il  fera  néceflaire  d’éclaircir  cette  réglé 
par  quelques  exemples. 

Soit  d’abord  la  progreffion  des  nombres 
naturels,  1,2,3  &c-  jufqu’à  100,  dont 
il  s’agifle  de  trouver  la  Tomme.  Celle  - ci 
Tera  par  la  première  réglé  — 

.101  = 3030. 

Si  on  demande  combien  de  coups  une 
horloge  Tonne  en  douze  heures  ? il  faudra 
ajouter  enlèmble  les  nombres  1,2,3  îu^ 
qu’à  1 2 i or  cette  Tomme  Te  trouve  fur  le 
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champ  = ^-jr  — 6.13=78.  Que  fi  l’on 
vouloit  lavoir  la  fomme  de  la  même  pro- 
greffion  continuée  julqu  a tooo , ,on  trou- 
veroit  5005005  & la  lomme  de  cette  pro- 
greflion , continuée  julqu’à  10000,  feroit 
3.0005  oco. 

419. 

Autre  quejlion.  Quelqu’un  acheté  un 
cheval , lous  la  condition  que  pour  le 
premier  clou  il  payera  5 Ions , pour  le 
lècond  8 , pour  le  troifieme  1 1 , & pareille- 
ment toujours  3 fous  de  plus  pour  chacun  des 
fuivans  : le  cheval  332  clous , on  demande 
combien  il  coûtera  à l’acheteur  ? 

On  voit  qu’il  s’agit  ici  de  trouver  la 
fomme  d’une  progreflion  arithmétique,  dont 
le  premier  terme  eft  j , la  différence  = 3 , 
& la  lomme  des  termes  =32.  11  faut 
donc  commencer  par  déterminer  le  dernier 
terme  ; on  le  trouve  ( par  la  réglé  des 
articles  406, 41 1 ) =54-31. 3=98.  Main- 
tenant la  lomme  cherchée  fe  trouve , fans 

difficulté , 
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difficulté,  =-^7^=  103.16  i d’où  l’on 
conclut  que  le  cheval  coûte  1648  fous, 
ou  81  liv.  8 {. 

410.  • 

Soit  en  général  le  premier  terme  = a 9 
la  différence  ==  d,  & le  nombre  des  termes 
■=n  i & qu’il  s’agiffe  de  trouver  , par  le 
moyen  de  ces  données , la  fomme  de  toute 
la  progreflion.  Comme  le  dernier  terme 
doit  être  =.a-\-(n  — 1 ) d , la  fomme  du  pre- 
mier & du  dernier  fera  = la  -J-  (n — 1 )d. 
Multipliant  cette  fomme  par  le  nombre  des 
termes  n,  on  a 2na-j-n(/z  — 1) d;  donc  la 

fomme  cherchée  fera  = na- 1- 
. Cette  formule  appliquée  à l’exemple  pré- 
cédent, où  a=j , d=  3 , & n= 3 2 , donne 
5.32-  = 160-j-  1 488 ^=1648  i là 

même  fomme  qu’on  avoit  trouvée. 

421. 

S’il  eft  queftion  d’ajouter  enfemble  tous 
les  nombres  naturels  depuis  1 jufqu’à  n , on 
Tome  1.  Y 


Jj8  E L É M E N S 

a pour  trouver  cette  fomme  : le  premier 
terme  = i , le  dernier  terme  = n , & le 
nombre  des  termes  = « ; donc  la  fomme 


cherchée  — 


nn+n 

2 


2 


Si  on  fait  n=ij66  , la  fomme  de  tous 
les  nombres,  depuis  1 jufquà  1766  , fera 
= 883 . 1767  = 1 560161. 


422. 

Soit  propofée  la  progreffion  des  nombres 
impairs , 1,3,5,  7 > &c*  continuée  juf- 
qu’à  n termes , & qu’on  en  demande  la 
fomme  : 

Le  premier  terme  eft  ici  =1  , la  diffé- 
rence = 1 , le  nombre  des  termes  — n ; 
le  dernier  terme  fera  donc  = » ~ C7* — 'O2 
— rn — 1 , & par  conféquent  la  fomme 
cherchée  =nn. 

Tout  fe  réduit  donc  à multiplier  le  nom- 
bre des  termes  par  lui-même.  Ainfî  quel  que 
foit  le  nombre  des  termes  de  cette  pro- 
greffion qu’on  ajoute  enfemble , la  fomme 
fera  toujours  un  quatre , favoir  le  quarré  du 


S 


* 


Digitized  by  Google 


/>’  A L G E S R E,  '3W 

nombre  des  termes.  C’eft  ce  que  nous  allons 
mettre  fous  les  yeux  : 

Indic.  1,2,3, 4,  5,  6,  7,  8,  9,  10  &c. 
Progref.  1,3,5, 7,  9,  11,13,15,17,19  &c. 
i’om/Tzg , 1 ,4,9, 1 6, 2 j ,3  6,49,64, 8 1 , 1 00  &c. 

• 4*3- 

Soit  à préfent  le  premier  terme — 1 , la 
différence  = 3 , & le  nombre  des  termes 
= n,on  aura  la  progreffion  1,4,7,10,  &c. 

dont  le  dernier  terme  fera=i-|-(/2 3)  j 

— 3n  donc  la  fomme  du  premier 
& du  dernier  terme  = 3/2  — 1 , & par 
conféquent  la  fomme  de  cette  progreffion 

Si  cn  fuppofe  ^10  J Ia 
fomme  eft=  io.59r=j9o. 

424. 

Soit  encore  le  premier  terme  = 1 , la 
différence =d,  & le  nombre  des  termes 
= rc,  le  dernier  terme  fera  — i)d. 

Ajoutant  le  premier  on  a 24~(^ — 1 )</,  & 
multipliant  par  le  nombre  des  termes  on 

Y » 


E 
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dy  d’où  fe  déduit  la  fortune 

la  petite  table  qui  fuit  : 

îme  eft=/z4-  =SE2 

■ 2 2 

n-f  2^12=- 

■ _ | ?»(»-«) — y»"-" 

n-Ly>!)-w 

: 1 1 

JJ  I 5 '■('’-!) î"«~3» 

n- J — ^ 

1 7"(l»-0 7»«-5» 

* I 2 2 

■ 8n(n-i) 

77-4 -=4*«-3* 

I 2 . 

n I 9bb-7« 
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.•  Nombres  figurés  ou  polygones . 

X-/  a fommation  des  progreffions  arithmé- 
tiques qui  commencent  par  i , & dont  la 
différence  eift  i'ou  i ou  3 , ou  quelqu’autre 
nombre  entier  que  .ce  foit  * cette  fomma- 
tion  , -dis- je , nous  conduit  à la  théorie 
des  nombres  polygones , Iefquels  fe  forment 
quand,  ou  ajoute  enfemble  quelques  ternies 
de  1 une  ou  de  l’autre ‘de  ces  progfeffions. 

Y. 

Si  on  fuppole  la  différence—  1 j puifque 
le  premier  terme  eft  conffamment  =1 , on 
aura  la  progreffion  arithmétique  ,1,1,3, 
4,y-y6,  7,8,  9,  10, il, 12, &c.  Et 
fi  dans  cette  progreffion  on  prend  la  fomme 
de  un  , de  deux  , de  trois  &c.  termes  , on 
verra  fe  former  cette  fuite  de  nombres  : 

Y 3 


r 
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1,3,6,10,15 ,11,18,36,45 ,5 5,66 &c. 
cariai,  1 + 2 — 3 , i-|-2-{-3=6,  i-j-2 
+3+4=10,  &c. 

Ces  nombres  on  les  nomme  triangulaires 
ou  trigonaux  , parce  qu’on  peut  toujours 
ranger  en  triangle  autant  de  points  qu’ils 
contiennent  d’unités , comme  on  va  voir  : 

1,  3,  6,  10,  ij, 


ib’DIÎÏJ-  i JV 


f\£îv*  * ’ 

l • • • 


I * f ...  J* 
'*  ■ , V - 


. 

427*  . 


&c. 


On  voit  dans  tous  cçs  triangles  combien 
chaque  côté  contient  de  points.  : Dans  le 
premier  triangle  il  n’y  a qu’un  point  ; dans 
le  fécond  il  y en  a deux  ; dans  le  troifieme 
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il  y en  a trois  -,  dans  le  quatrième  il  y en 
a quatre,  &c.  AinA  les  nombres  triangu- 
laires , ou  le  nombre  des  points  ( qu’on 
nomme  Amplement  le  triangle  ) , lè  règlent 
fur  le  nombre  des  points  que  contient  le 
côté , lequel  nombre  on  nomme  en  un  mot 
le  côté.  C’eft-à-dire  que  le  troifieme  nombre 
triangulaire , par  exemple , ou  le  troiAeme 
triangle , eft  celui  dont  le  côté  a trois  points  ; 
le  quatrième,  celui  dont  le  côté  eft  quatre, 
& ainft  de  fuite  ; & voici  comment  nous 
repréfenterons  cette  propriété  : 

Côte -,  . ; 

Triangle  . 

• • • • • • 

• ' • • *' 

. * r *.  • 

Côté  . ; ; ; 

Triangle ...... 


• • • • 


344. 
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428.  < 

Il  fe  préfente  donc  ici  la  queftion , 
comment , le  côté  étant  donné  , on  doit 
déterminer  le  triangle  ? Et  après  ce  que  nous 
avons  expofé , nous  y fatisferons  facilement. 

Car  foit  le  côté  = n , le  triangle  fera 
1-]— 2.— {— 3 — |— 4— f- Or  la  fomme  de 
cette  progreflion  eft  = ; par  confé- 

quent  la  valeur  du  triangle  (*). 

Et  fi  72=1  , le  triangle  eft=j  , 

fi  n=zi , =3, 

fi  77=3  , =6 , 

* * fi  '72=4,  : -=10, 

& ainfi  de  fuite.  Lorfque' n±=  1 oô  ,ie  trian- 
gle fera=  5050.  . 

429. 

On  nomme  cette  formule  ^-±2  la  for- 

- t • . . ) 7 

mule  générale  des  nombres  triangulaires  ; 

(*)  M.-  de-  Joncourt  a publié  à la  Haye  en  1761  une 
table  des  nombres  trigonaux , qui'  répondent  à tous  les 
nombres  naturels  depuis  1 jufqu’à  aoooô.  Ces  tables  peu- 
vent être  utiles  pour  faciliter  un  grand  nombre  d’opé- 
rations arithmétiques , comme  l’Auteur  le  fait  voir  dans 
une  Introduction  fort  étendue. 
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parce  que  par  Ton  fe'cours  on  trouve  le 
nombre  triangulaire , ou  le  triangle , qui 
répond  à un  côté  quelconque  indiqué  par  n. 

On  peut  transformer  cette  formule  en 
celle-ci,  " j & cela.fert  même  à faci- 
liter le  calcul , parce  que  toujours  un  des 
deux  nombres  n , Ou  /z-J-i , eft  un  nofnbre 
pair  , & par  conféquent  divifible  par  t.v 
. C’eft  ainfî  que  fi  n=s  1 2 , le  triangle  eft 
= =6.1 3=7?.  ’ Et  que  fi  n=i  5 , le 

triangle  eft  = ^^i  5.8=120  , &c. 

43°- 

Qu’on  fûppofe  à préfènt  la  différence 
= i j bn’aûra’laprogre/fibn  arithmétique 
fuivante  ...... 

1 > }->  Ç-»7  j 9 » il»-*  3*>M  » *'7r*9  » &c* 

dont  les  iomraes.,  en  prenant  -fucceflive- 
ment  un  , deux  , trois , quatre  termes*,  &c. 
forment  cette  férié  :• 

1j4»9>1^>25»3^>  49  >^4,8 1 ,100,1 2 i,&c. 

On  nomme  les  terrées  de  cette  faife , 
les  nombres  quadrangulaires , ou1  plutôt 


\ 


f 
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quarrls  ,•  puifqu’en  effet  cette  fuite  repré- 
fente les  quarrés  des  nombres  naturels  , 
comme  nous  les  avons  trouvés  plus  haut  ; 
& cette  dénomination  leur  convient  d’au- 
tant plus , qu’on  peut  toujours  former  un 
quarré  du  nombre  de  points  qu’indiquent 
ces  termes , ainfx  qu’on  va  le  voir  : 

*>41  9>  *6 1 2j, 


49» 


441* 


On  voit  ici  que  le  côté  d’un  tel  quarré 

contient  précifément  le  nombre  de  points 

/ 
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qu’indique  la  racine  quarrée.  Le  côté  du 
quarré  1$  , par  exemple  , ell  de  cinq  points  j 
celui  du  quarré  3 6 eft  de  fix  points  ; & en 
général  donc  , fi  le  côté  eft  n , c’eft-à-dire 
que  le  nombre  des  termes  de  la  progref- 
fion , 1 , 3 , 3,7,'  &c.  qu’on  aura  pris» 
Toit  indiqué  par  n , on  voit  que  le  quarré  , 
ou  le  nombre  quadrangulaire , fera  égal  à 
la  fomme  de  ces  termes,  ou  = n/i,  ainfi 
que  nous  lavons  trouvée  à l’article  412. 
Nous  ne  nous  arrêterons  pas  davantage  à 
ces  nombres  quarrés  , en  ayant  traité  au 
long  plus  haut. 

L;  43  2* 

Faifant  maintenant  la  différence  = 3 , 
& prenant  de  là  même  maniéré  lesfommes  , 
on  obtiendra  des  nombres  qu’on  appelle 
pentagones , quoiqu’on  ne  puiffe  plus  fi  bien 
les  repréfçnter  par  des  points  ( *).,  Ces 
fuites  commencent  ainfi  : 

7 r.  S iî».  »f  ..  ; I.r  ' -t:  . * # •* 

(*)  Ce  n’eft  pas  cependant  qu’on  ne  puiffe  auffi  repré- 
senter par  des  points  les  polygones  d’us  -nombre  quel- 
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Indices  , 1 , x,  3,4»î>6»7>8>  9 &c-' 
Prog.  arith.  1 , 4 , 7 , 1 0, 1 3 , 16, 1 9, 2 2,  ï 5 &C. 
Pentagone ,1, 5,12,22,35,51,70,91,117  &c. 
les  indices  indiquant  le  côté  de  chaque  pen- 
tagone. 

433- 

* Il  s’enfuit  de  là  que  fi  oh  fait  le  côté  , 
le  nombre  pentagone  fera  = =■  f 

Soit,  par  exemple,  n= 7,  le  pentagone 
fera  = 70.  Si  on  demande  le  pentagone, 
dont  le  côté  eft  iqo  , on  fera  n—ioo,  & 
on  aura  14950  pour  le  nombre  cherche. 


conque  de  côtés  ; mais  la  réglé  que  j’ai  remarqué  qu  il  faut 
fuivre  pour  cet  effet , & que  je  Vais  indiquer  , me  paroit 
avoir  échappé  à tous  les  Algébriftes  que  j’ai  confultés.  r 
Ôn  commence  par  tracer  un  petit  polygone  régulier 
qui  ait  le  nombre  de  côtés  qu’on  demande’;  fce  nombre 
telle  contant  ppur  une  même  fujtet^dq  nombres  poly- 
gones' & il  eft  égal  à 1 plus  la  différence  de  la  pro- 
greffion  arithmétique  qui  produit  la  fuite  ; on  choillt  en- 
fuite  un -des -angles  de:  ce  polygone  pôur  tirer'  'âu  point 
de  concours  autant  de  diagonales  indéfinies  qu’il  _eft  pofli- 
ble  ; on  prolonge  de  même  indéfiniment  les  deux  côtés 
qui  forment  l’angle  qu'on  a adopté';' après  cela  on  prend 
ces  deux  côtés  & les  diagonales  -du  prenpier- polygone» 


r 
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Que  fi  l’on  fuppofe  la  différence  = 4 , on 
parvient  aux  nombres  hexagones , comme 
on  le  voit  dans  les  progreffions  qui  fuivent  : 


refpeétivement  autant  de  fois  qu’on  veut  fur  les  lignes 
indéfinies  ; on  tire  des  points  correfpondans  où  le  compas 
s’eft  arrêté  , des  lignes  parallèles  aux  côtés  dd  premier 
polygone  , & on  les  partage  en  autant  de  parties  égales  , 
ou  par  autant  de  points  qu’en  ont  actuellement  les  dia- 
gonales & les  deux  côtés  prolongés.  Cette  réglé  eû  gé- 
nérale depuis  le  triangle  jufqu’au  polygone  d’un  nombre 
infini  de  côtés.  Les  deux  figures  qui  fuivent  fuifiront  pour 
en  faciliter  l’application.  , 


La  divifion  de  ces  figures  en  triangles  fournit  encore 
matière  à différentes  confidérations  curieufes  & à des 
transformations  afTez  jolies  des  formules  générales,  par 
lefquelles  on  voit  dans  ce  chapitre  'comment  s’expriment  les 
nombres  polygones  j mais  je  ne  crois  pas  devoir  m’y 
arrêter. 
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Indices  y i,i,  3,4»  5»  ^ » 7 » 8 » 9 &c- 
Prog.arith.ly^^yl}^7tllt  M > 19>33  &c* 

Hexagone  ,1,6,15,18,45,66,91,110,153  &c. 
les  indices  montrant  encore  le  côté  de 
chaque  hexagone. 

: V:  43  5- 

Ainfi  quand  le  côté  eft  n , le  nombre 
hexagone  eft  = inn~n  = n ( m i)  ; & 
on  obfervera  au  refte  que  tous  les  nombres 
hexagones  font  auffi  triangulaires  , puifque 
en  ne  prenant  de  ces  derniers  que  le  pre- 
mier , le  troifteme  , le  cinquième  , &c.  on 
, a précifément  la  fuite  des  hexagones. 

436- 

On  trouvera  de  la  même  maniéré  les 
nombres  heptagones  , oftogones  , ennéa- 
gones  , &c.  Nous  nous  contenterons  de 
donner  encore  ici  le  tableau  des  formules 
générales  de  tous  ces  nombres  , compris 
fous  le  nom  général  de  nombres  polygones* 

En  fuppofant  le  côté  =n , on  a 

k.  1 nn  + n n ( n -t- 1 ) 

triangle  =-7—  — — — » 
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le  quarré  =— ± -=nn,  , 
le  v gone  = 
le  vi  gone  =xWI-a=„(la_l)  . 

le  vu  gone  = $~.3-  — n($n~3\  ' 
le  viii  gone =^—2  = - 

le  ix  gone  — 5"  ="(7"~5)> 

le  x gone  n(^_3) 

le  xi  gone  =ÿ~g. 
le  xii  gone  = ~ = 5 «// — 47*  =r /i  ( 5 ^—4) 

le  XX  gone  z='^=^==9nn-Zn=n(9n-S) 
le  xxv  gone = 12^=  y 
le  Tti  gone  ==^?*-(-4)» 

437- 

Ainfi  le  côté  étant  n , on  a en  général  le 
nombre  /n  angulaire  — 
l’on  peut  déduire  tous  les  nombres  poly- 

(*  ) On  remarquera  (ans  peine  que  cette  table  n’eft 
que  celle  de  l’article  414  pouflee  plus  loin. 
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gones  pofllbles  dont  le  côté  feroit  n.  Si  on 
chcrchoit , par  exemple , les  nombres  bian- 
gulaires  , on  auroit  m = î , & par  confé- 
quent  le  nombre  cherché  —n  ; c’eft-à-dire 
que  les  nombres  biangulaires  font  les  nom- 
bres naturels  i , 1 , j , &c. 

Si  on  fait  m = 3 , on  a le  nombre  trian- 

« • fin -h  n 

gulaire  = -j-  • 

Si  on  fait  m=  4,  on  a le  nombre  quarré 
= nn , &c. 

438.  , ' 

Suppofons , pour  éclaircir  cette  réglé  par 
des  exemples,  qu’on  cherche  le  nombre 
xxv  gone  , dont  le  côté  eft  36  ; on  cher- 
chera d’abord  dans  notre  table  le  nombre 
xxv  gone  pour  le  côté  n ; on  le  trouvera 
= - Faifant  enfuite  «=  36  , on  trou- 

vera le  nombre  cherché  = 14516. 

439- 

Queftion.  Quelqu’un  a acheté  une  mai- 
fon,.&  on  lui  demande  combien  il  en  a 
payé  ? 11  répond  que  le  nombre  36  j gone 

de 
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de  il  eft  le  nombre  d’écus  qu’il  l’a 

I achetée. 

! Afin  de  trouver  ce  nombre  , on  fera 

mz=^6<)  & n==~i  z j & fubllituant  ces 
valeurs  dans  la  formule  générale , 011 
trouvera  pour  le  prix  de  la  maifon  *3970 
écus.  (*). 

(*)  Le  chapitre  qu’on  vient  de  lire , eft  intitulé  dts  nom- 

ires  figures  ou  polygones.  On  peut  avoir  remarqué  que  ce 
n’eft  pas  fans  fondement  que  quelques  Algébriftes  diftin- 
guent  entre  nombres  figurés  & nombres  polygones.  En 
effet  les  nombres  qu'on  nomme  communément  figurés , 
dérivent  tous  d’une  feule  progreflion  arithmétique , <Sc 
chaque  fuite  de  ces  nombres  fe  forme  après  cela  en  ajou- 
tant enfetnble  les  termes  de  la  fuite  précédente.  Chaque  fuite 
des  nombres  polygones  , au  contraire  , provient  d’une 
progreilion  arithmétique  différente  ; cela  fait  qu’on  ne  peut 
l dire  à la  rigueur  d’une  feule  fuite  de  nombres  figurés , 

qu’elle  eft  en  même  temps  une  fuite  de  nombres  poly- 
gones. On  s’en  convaincra  mieux  en  jetant  les  yeux  fur, 

’ les  tables  qui  fuivent. 

TABLE  DES  NOMBRES  FIGURÉS. 

Nombres  conftans  : i.i.  i.  i.  i.  j.  &c.' 

naturels  i.a.  3.  4.  5.  6.  &c. 

^ triangulaires  1.3.  6. 10.15.  **•  &c. 

j pyramidaux  1.4. 10.40.33.  56.  Scc. 

trianguli-pyramidaux  1.3.15.35,70.116.  &c. 

Tome  L Z 
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TABLE  DES  NOMBRES  POLYGONES. 

Nombres 

triangulaires 1.3.  6.10.15.  &c. 

quarrcs 1.4.  9.16.15.  &c. 

pentagones 1.5.12.12.35.  &c. 

hexagones 1.6.15.28.45.  &c. 

Les  puiffances  forment  aufll  des  fuites  particulières  de 
nombres.  Les  deux  premières  fe  retrouvent  dans  les  nom- 
bres figurés,  6t  la  troilîeme  dans  les  nombres  poly- 
gones ; c’eft  ce  qu’on  va  voir  , en  fubftituant  à a fuccefiû- 
yement  les  nombres  1,2,3  &c. 

TABLÉ  DES  PUISSANCES. 

a° 1.  1.  r.  1.  1.  &c. 

a' 1.  1.  3.  4.  5.  & c. 

a1 1.  4.  9.  16.  25.  &c. 

<ji 1.  8.27.  64.115.  &c. 

a* 1.16.81.256.625.  &c. 

Les  Algébriftes  du  feizieme  & du  dix-feptieme  fiecle 
fe  font  tous  beaucoup  occupés  de  ces  différentes  efpeces 
de  nombres  & de  leurs  rapports  entr’elles  ; ils  y ont 
trouvé  une  variété  finguliere  de  propriétés  curieufes  ; 
mais  leur  utilité  n’étant  cependant  pas  grande  , on  néglige 
aujourd’hui , avec  raifon  , d'en  parler  beaucoup  dans  les 
cours  de  Mathématiques. 


Diff.  de  la  progr. 
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3 

4 


Digitized  by  Google 


i 


D*  A L G E B R E. 


3 JJ 


CHAPITRE  VI. 


/ 


Du  Rapport  Géométrique 


44°. 

T i e rapport  géométrique  entre  deux  nom- 
bres contient  la  réponfe  à la  queftion  , com~ 
bien  de  fois  l’un  de  ces  nombres  eit  plus 
grand  que  l’autre  ? On  le  trouve  en  divi- 
fant  l’un  par  l’autre  } le  quotient  indique  la 
raifon  cherchée. 


44 1 • 

On  a donc  trois  chofes  à confidérer  ici  ; 
i ,°  le  premier  des  deux  nombres  propofés , 
qu’on  nomme  l’ antécédent  ; i.°  l’autre  nom- 
bre, qu’on  appelle  le  conféquent  ; 3.0  la 
raifon  des  deux  nombres  , ou  le  quotient 
de  la  divifion  de  l’antécédent  par  le  confé- 
quent. Par  exemple  , fi  c’eft  le  rapport 
des  nombres  1 8 Sz  1 2 qu’il  s’agit  d’indiquer , 
1 8 eft  l’antécédent , 1 z efl:  le  conféquent , 

Z 1 
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& la  raifon  fera  = i 7 ; d’où  l’on  voit 
que  l’antécédent  contient  le  conféquent 
une  fois  & demie. 

442» 

On  a coutume  d’indiquer  le  rapport 
géométrique  par  deux  points  , mis  l’un  au.- 
deffus  de  l’autre  entre  l’antécédent  & le 
conféquent. 

Ainfi  a: b fignifie  le  rapport  géométrique 
de  ces  deux  nombres , ou  la  raifon  de  é à a. 
Nous  avons  déjà  remarqué  plus  haut  qu’on 
fe  fert  de  ce  figne  pour  indiquer  la  divifion , 
& c’eft  aufli  pourquoi  on  l’emploie  ici  j 
parce  qu’afin  de  connoître  ce  rapport , il 
faut  qu’on  divife  a par  b.  La  raifon , indi- 
quée par  ce  figne  , fe  prononce  en  difant 
Amplement  a eft  à b. 

443- 

On  repréfente  donc  l’expreflion  d’un 
rapport  par  une  fraftion  dont  le  numéra- 
teur eft  l’antécédent , & dont  le  dénomi- 
nateur eft  le  conféquent.  La  clarté  exige 
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qu’on  réduife  toujours  cette  fra&ion  à Tes 
moindres  termes  , ce  qu’on  fait , comme 
nous  l’avons  montré  plus  haut , en  divifant 
le  numérateur  & le  dénominateur  par  leur 
plus  grand  commun  divifeur.  Ainfi  la  frac- 
tion fe  réduit  à \ , en  divifant  les  deux 
termes  par  6. 

444- 

Les  rapports  ne  different  donc  entr’eux 
qu’en  tant  que  leurs  raifons  font  diffé- 
rentes ; & il  y a autant  de  différentes 
efpeces  de  rapports  géométriques  qu’on 
peut  imaginer  de  différentes  raifons. 

La  première  efpece  eft  fans  contredit 
celle  où  la  raifon  devient  l’unité  ; ce  cas 
arrive  quand  les  deux  nombres  font  égaux  , 
comme  dans  3 : 3 ; 4 : 4 j a : a / la  raifon  eft 
ici  1 , & à caufe  de  cela  on  la  nomme  le 
rapport  de  l’égalité. 

Viennent  enfuire  les  efpeces  où  la  raifon 
eft  un  autre  nombre  entier  ; dans  4 : 1 la 
raifon  eft  1 , & on  la  nomme  raifon  double,  £ 

1 3 
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dans  11:4  la  raifon  eft  3 , & on  la  nomme 
raifon  triple  ; dans  24:6  la  raifon  eft  4, 
& elle  s’appelle  raifon  quadruple  , &c. 

Après  ces  efpeces-là  viennent  celles  dont 
les  raifons  s’expriment  par  des  fra&ions, 
comme  12:9,  où  la  raifon  eft  j ou  1 j-  j 
18:27,  où  la  raifon  eft  j , &c.  On  peut 
même  diftinguer  parmi  celles-ci  les  raifons 
où  le  conféquent  contient  exa&ement  deux 
fois,  trois  fois  &c.  l’antécédent  : tels  font 
les  rapports  6:12,  5:15  &c.  dont  quel- 
ques-uns nomment  les  raifons,  raifons  Jous- 
doubles  , fous-  triples , &c. 

Nous  ajouterons  qu’on  nomme  raifon  de 
nombre  à nombre  , celle  dont  le  quotient 
n’cft  pas  un  nombre  inexprimable  , l’anté- 
cédent & le  quotient  étant  des  nombres 
entiers , comme  11:7,  8:15  &c.  & qu’on 
appelle  raifon  irrationnelle  ou  fourde , celle 
dont  le  quotient  ne  peut  s’exprimer  exac- 
tement ni  par  des  nombres  entiers , ni  par 
des  fra&ions , comme  vA  à 8, 4 à }/y 
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Soit  à préfent  a l’antécédent , b le  confé- 
quent  & d la  raifon  , nous  favons  déjà  que 
a & b étant  donnés  , on  trouve  d=^. 

Que  li  le  conféquent  b étoit  donné  avec 
la  raifon,  on  trouveroit  l’antécédent  a=bdt 
parce  que  bd  divifé  par  b fait  d.  Enfin  fi 
l’antécédent  a eft  donné  & la  raifon  d , on 
trouvera  le  conféquent  b—a-  j car  en  di- 
vifant  l’antécédent  a par  ce  conféquent  ~ , 
on  trouve  le  quotient  d , c’eft-à-dire  la 
raifon. 

446. 

Tout  rapport  a: b refte  confiant,  foit 
qu’on  multiplie  ou  qu’on  divife  l’antécé- 
dent & le  conféquent  par  le  même  nom- 
bre , parce  que  la  raifon  refie  la  même. 
Soit  d la  raifon  de  a:b  , on  a d=j-,  or  la 
raifon  du  rapport  na  : nb  eft  aufîi  | = d , 
& celle  du  rapport  ~ : £ efi  pareillement  \ 
—d. 
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447- 

Quand  une  raifon  a été  réduite  à fes  moin- 
dres termes , il  eft  facile  d’en  reconnoitre  le 
rapport  & de  l’énoncer.  Par  exempl.  quand 
la  raifon  \ a été  réduite  à la  fraftion-,  on 
dit  a:b—p:q , a:b::p:q , ce  qui  fe  pro- 
nonce , a eft  à b comme  p eft  à q.  Ain  fi , 
la  raifon  du  rapport  6 : 3 étant  ^ ou  2 , on 
dira  6: 3 = 2:1.  On  aura  de  même  18:12 
2=3:2,  & 24:18  = 4:3, 8c  30:45=2:3 
&C.  Que  fi  la  raifon  ne  peut  s’abréger,  le 
rapport  ne  deviendra  pas  plus  clair  j on 
ne  Amplifie  pas  en  difant  9 : 7=9  : 7. 

448. 

On  peut , au  contraire , transformer  quel- 
quefois en  un  rapport  clair  & fimple  celui 
de  deux  très  - grands  nombres , favoir , 
lorfque  la  raifon  fe  réduit  à de  très-petits 
termes.  Par  exemple  , quand  on  peut  dire 
28844: 1 4422  = 2: 1 , ou  10566:7044=3 
: if  ou  57600:25  200=  16:7. 


J 
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449- 

11  efl:  donc  eflentiel , pour  exprimer  un 
rapport  quelconque  de  la  maniéré  la  plus 
claire  qu’il  foit  poflible  , de  chercher  à 
réduire  la  raifon  aux  plus  petits  nombres 
qu’il  fe  puifle.  Cela  fe  fait  facilement , en 
divifant  les  deux  termes  du  rapport  par  leur 
plus  grand  commun  divifeur.  Par  exemple, 
pour  réduire  le  rapport  57600:25200  à 
celui-ci , 16:7,  tout  confifte  dans  la  feule 
opération  de  divifer  les  nombres  576  & 
Ï52  par  36  , qui  eft  leur  plus  grand  com- 
mun divifeur. 

45°* 

On  voit  donc  auflî  combien  il  importe 
qu’on  fâche  toujours  trouver  le  plus  grand 
commun  divifeur  de  deux  nombres  donnés  ; 
mais  c’eft  ce  qui  demande  une  méthode 
que  nous  détaillerons  dans  le  chapitre 
fuivant. 
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CHAPITRE  VII. 


Du  plus  grand  commun  Divifeur  de  deux 
Nombres  donnés. 

451. 

T L eft  des  nombres  qui  n’ont  d’autre  com- 
mun divifeur  que  l’uniré , & quand  le  nu- 
mérateur & le  dénominateur  d’une  fraélion 
font  de  cette  nature  , il  n’eft  pas  poflible 
de  la  réduire  à une  forme  plus  commode. 

On  voit , par  exemple  , que  les  deux 
nombres  48  & 35  n’ont  pas  de  commun 
divifeur  , quoique  chacun  ait  fes  divifeurs 
en  particulier.  C’eft  pourquoi  on  ne  peut 
exprimer  plus  fimplement  le  rapport  48:35, 
• parce  que  la  divifion  de  deux  nombres  par  1 
ne  les  rend  pas  plus  petits. 

452. 

Mais  lorfque  les  deux  nombres  ont  un 
commun  divifeur , on  le  trouve  , & même 
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le  plus  grand  qu’ils  aient,  par  k réglé 
fuivante  : 

Il  faut  divifèr  le  plus  grand  des  deux 
nombres  par  le  plus  petit  ; on  divifèra 
en  fuite  par  le  réfidu  le  divifeur  précédent  ; 
ce  qui  refte  dans  cette  féconde  divifion  , 
fervira  après  cela  de  divifeur  pour  une 
troifieme  divifion  , dans  laquelle  le  réfidu 
ou  le  divifeur  précédent  fera  le  dividende , 

& on  continuera  de  la  même  maniéré  jufi- 
qu’à  ce  qu’on  arrive  à une  divifion  fans  - 
refte  } le  divifeur  de  cette  divifion  , & par 
conféquent  le  dernier  divifeur , fera  le  plus 
grand  commun  divifeur  des  deux  nombres 
donnés. 

Voici  cette  opération  pour  les  deux 
nombres  57 6 & 252  : 


576 

Z 

504 

7* 

252 

216 

3 

36 

7* 

72 

o. 
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Ainft  le  plus  grand  commun  divifeur  eft 
ici  36. 

453- 

Il  fera  bon  d’éclaircir  encore  cette  réglé 
par  quelques  autres  exemples. 

Suppofons  qu’on  cherche  le  plus  grand 
commun  divifeur  des  nombres  504  & 312, 
on  aura  : 


504 

I 

/ 

311 

192 

312 

I 

1 92 

120 

I92 

I 

• 

1 20 

71 

120 

1 

7* 

48 

71 

48 

1 

*4 

48 

48 

o. 


Ainfi  14  eft  le  plus  grand  commun  divi- 
feur, & par  conféquent  le  rapport  504:3 1 2 
fe  réduit  à la  forme  21:13. 
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454- 

Soit  donné  le  rapport  61 5 : 5 29 , & qu  ’on 
cherche  le  plus  grand  divifeur  commun 
entre  ces  deux  nombres  ; 

529| 


625 

1 

*29 

9 6 

f 29 

5 

48o| 

49 

6 

1 

49 

47 

49  1 

- 

47 

2 i 

4 

v 


23 


2 2 
2 


o. 

Donc  1 eft  ici  le  plus  grand  commun 
divifeur,  & par  conféquent  on  ne  peut 
exprimer  la  raifon  625:529  par  des  nom- 
bres plus  petits,  & la  réduire  à de  moindres 
termes. 
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45  5- 

Il  fera  nécefïaire  à préfentde  donner  aufli 
U démonftration  de  cette  réglé.  Suppofons 
pour  cela  que  a foit  le  plus  grand  & b le 
plus  petit  des  nombres  donnés , & que  d 
foit  un  de  leurs  communs  divifeurs  , on 
comprendra  d’abord  que  a & b étant  divi- 
fibles  par  dy  on  pourra  aufli  divifer  par  d 
les  quantités  a — b , a — ib  , a — 3 b , & en 
général  a — nb. 

456. 

Le  réciproque  n’eft  pas  moins  vrai  ; c’eft- 
à-dire  que  fi  les  nombres  b & a — nb  font 
divifïbles  par  d , le  nombre  a fera  aufli 
divifible  par  d.  Car  nb  pouvant  être  divifés 
par  d K on  ne  pourroit  divifer  a — nb  par  d , 
fi  a n’étoit  pas  divifible  de  même  par  d, . 

‘ v '"  457-'. / . ' 

Nous  remarquerons- de  plus  que  fi  d cil 
le  plus  grand  commun  divifeur  des  deux 
nombres  b & a — nb , il  fera  aufli  le  plus 
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grand  commun  divifeur  des  deux  nombres 
a & b.  Car  fi , pour  ces  nombres  a tk  b , 
un  divifeur  commun  plus  grand  que  d pou- 
voit  avoir  lieu , ce  nombre  feroit  aufli  un 
divifeur  commun  de  b & a — nb  , & par 
conféquent  d ne  feroit  pas  le  plus  grand 
divifeur  de  ces  deux  nombres.  Or  nous 
venons  de  fuppofer  d le  plus  grand  divifeur 
commun  à b & à a — nb  ; donc  il  faut  que 
d foit  aufli  le  plus  grand  commun  divifeur 
de  a & de  b . 

458. 

Ces  trois  chofes  étant  pofées  , divifons , 
fuivant  la  réglé , le  plus  grand  nombre  a par 
le  plus  petit  b ,•  & fuppofons  le  quotient=«, 
nous  aurons  le  réfidu  a — nb  , qui  ne  peut 
qu’être  plus  petit  que  b.  Or  ce  relie  a — nb 
ayant  le  même  plus  grand  commun  divi- 
feur avec  b que  les  nombres  donnés  a & b , 
on  n’a  qu’à  recommencer  la  divifion , en, 
divifant  le  divifeur  précédent  b par  ce 
réfidu  a — nb  ; le  nouveau  réfidu  qu’on 
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obtiendra , aura  encore , avec  le  divifeur 
précédent , le  même  plus  grand  commun 
divifeur , & ainli  de  fuite. 

459- 

On  continuera  donc  de  la  même  ma- 
niéré , jufqu’à  ce  qu’on  parvienne  à une 
divifion  fans  reftç  , c’eft-  à-dire  où  le  réfidu 
foit  zéro.  Soit p ce  dernier  divifeur , contenu 
exa&ement  un  certain  nombre  de  fois  dans 
fon  dividende  ; ce  dividende  fera  donc 
divifible  par  p , & aura  la  forme  mp  ; 
ainli  ces  nombres  p&:  mp  font  tous  les  deux 
divilibles  par  p , & il  cil  sûr  qu’ils  n’ont 
pas  de  plus  grand  commun  divifeur , parce 
qu’aucun  nombre  ne  peut  être  divifé  réelle- 
ment par  un  nombre  plus  grand  que  lui- 
même.  Par  conféquent  c’elt  aulîi  ce  dernier 
divifeur  qui  elt  le  plus  grand  commun  divi- 
feur des  nombres  propofés  a & b , & voilà 
la  démonitration  de  la  réglé  prefcrite. 

46°..  , 

Mettons  ici  encore  un  exemple  de  la 
même  réglé , en  cherchant  le  plus  grand 

commun 
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commun  divifeur  des  nombres  1728  &ç. 
2304.  Voici  l’opération  ; 

1728! 


•>.f  r 


2304 

I-  . . 

1728 

J • t 

576 

1728 

1728 

O. 


11  s’enfuit  de  là  que  576  eft  le  plus  gtând 
commun  divifeur  , & que  le  rapport  1728 
: 2304  fe  réduit  à celui-ci,  3:4;  c’eft-à- 
dire  que  1728  eft  à 2304  tout  comme  3 
eft  à 4. 


CHAPITRE  Vil  I. 

• * » J-  • 

Des  Proportions!  Géométriques* 

4 6ll  : ■;  -i 


D. 


'eux  rapports  géométriques  font  égaux 
lorfque  leurs  raifons  font  égales.  Cette  éga- 
lité de  deux  rapports  fe  nomme  une  propor 
non  géométrique  ; & on  écrit , par  exemple  y 
a:k=c:d  ou  a\b\\c\d , pour  indiquer  que 
Tome  1.  A a ' 


) 


V 

\ 


1 
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le  rapport  a:b  eft  égal  au  rapport  c\d ; mais 
on  exprime  plus  firaplement  la  lignification 
de  cette  formule , en  difant  a eft  à b comme 
c à d.  Une  telle  proportion  eft  celle-ci , 
8:4=12:6  ; car  la  raifon  du  rapport  8:4 
eft  & c’eft  aufli  la  raifon  du  rapport 


Ainfi  a:b=>c:J  étapt  une  proportion 
géométrique , il  faut  qu’une  même  raifon 
ait  lieu  des  deux  côtés  , & que  j & 
réciproquement  fi  les  fra&ions  J ôf  j font 
égales  , on  a a\b'=.c:d. 

.46  3 • * '•  - *"  — 

Une  proportion  géométrique  confifte 
donc  en  quatre  termes , tels  que  le  pre- 
mier , divifé  par  le  fécond , donne  le  même 
quotient  que  le  troifieme , divifé  par  le 
quatrième.  On  déduit  de  là  une  propriété 
importante  , commune  à toutes  les  propor- 
tions géométriques , & qui  eft  que  le  produit 
/ • • 
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du  premier  & du  quatrième  terme  eft  tou- 
jours égal  au  produit  du  fécond  & du  troi- 
fteme  ; ou  plus  (amplement , que  le  produit 
des  extrêmes  eft  égal  au  produit  des  moyens. 

464. 

Prenons,  pour  démontrer  cette  propriété, 
la  proportion  géométrique  a:b  = c:d , de 
forte  que  \ = j.  Si  on  multiplie  l’une  & 
l’autre  de  ces  deux  fractions  par  b,  on 
obtient  a = y , & multipliant  de  plus  par  d 
des  deux  côtés  , on  a ad=hc.  Or  ad  eft 
le  produit  des  termes  extrêmes , bc  eft  celui 
des  moyens  , & ces  deux  produits  fe  trou- 
vent égaux. 

; 4<>5- 

; Réciproquement  ft  les  quatre  nombres 
a,  b t c,  d y font  tels  que  le  produit  des 
deux  extrêmes  a & d eft  égal  au  produit 
des  deux  moyens  b & c , on  eft  certain  qu’ils 
forment  une  proportion  géométrique.  Car , 
puifque  ad—bc , on  n’a  qu’à  dirifer  de  part 

Aa  x 
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& d’autre  par  bd , on  aura  ~ , ou  ^ 
& par  conféquent  a:b=c:d. 

466. 

Les  quatre  termes  d’une  proportion  géo- 
métrique, comme  a\b—c:d , peuvent  fe 
tranfpofer  de  différentes  maniérés , fans  que 
la  proportion  ceffe  de  fubfifter.  Car  le  prin- 
cipal étant  toujours  que  le  produit  des 
extrêmes  Toit  égal  au  produit  des  moyens  , 
ou  ad=bc , on  peut  dire  : 1 ,°  b : a = d : c ; 
x?  a:c=b:df  y°  d:b=zc:a;  4 d:c=b:ci. 

V 467-  . 

Outre  ces  quatre  proportions  géomé- 
triques , on  peut  en  déduire  encore  d’autres 
de  la  même  proportion , a : b=c  : d.  On  peut 
dire  : a-\-b:a , ou  le  premier  terme  plus 
le  fécond  , eft  au  premier  comme  le  troi- 
fieme-[-le  quatrième  eft  au  troifieme  , c’eft- 
à-dire,  a-\-b:a=c-\-d:c. 

On  peut  enfuite  dire  : le  premier  — le 
fécond  eft  au  premier  comme  le  troifieme 
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— le  quatrième  eft  au  troifieme , ou  bien 
a — b:a=zc—d:c. 

Car  fi  l’on  prend  le  produit  des  extrêmes 
& des  moyens , on  a ac — bc=ac — ad. , ce 
qui  revient  évidemment  à l’égalité  ad=bc . 

Enfin  il  eft  facile  aufii  de  démontrer  que 
a-\-b:b=c-\-d:d  ÿ & que  a—b\b=x — d\d. 

468. 

Toutes  les  proportions  que  nous  avons 
vu  dériver  de  a:b=x:d , peuvent  fe  repré- 
fcnter  de  la  maniéré  générale  qui  fuit  : 
ma-\-nb  :pa-^-qb=zmc-\-nd:pc-\-qd. 

Car  le  produit  des  termes  extrêmes  eft 
mpac-\-npbc-\-mqad-\-nqbd  , ou  , puifque 
ad=bc  y ce  produit  devient  mpac-\-npbc 
-} -mqbc-\~nqbd.  De  plus  le  produit  des  ter- 
mes moyens  eft  mpac-\-mqbc-\-npad-\-nqbdy 
ou , à caufe  de  ad=bc  , il  eft  mpac-\-mqbc 
-\-npbc-\-nqbd , ainfi  ces  deux  produits  font 
égaux. 

469. 

Il  eft  donc  clair  qu’une  proportion  géo- 
métrique étant  donnée,  par  exemple,  6:3 

Aa  3 
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= io:  5 , on  peut  en  déduire  une  infinité 
d’autres  de  celle-ci.  Nous  n’en  mettrons  ici 
que  quelques-unes. 

3:6=5:10;  6:10=3:5;  9:6=15:10; 

3:3=5  :5;  9:15=3:5;  9:3=15:  5. 

470. 

Puifque  dans  toute  proportion  géomé- 
trique le  produit  des  extrêmes  eft  égal  au 
produit  des  moyens , on  peut , les  trois  pre- 
miers termes  étant  connus , trouver  par  leur 
moyen  le  quatrième.  Soient  les  trois  pre- 
miers termes  24: 1 5 = 40  à....  comme  le 
produit  des  moyens  eft  ici  600  , il  faut  que 
le  quatrième  terme  multiplié  par  le  premier, 
c’eft-à-dire  par  24 , fafle  pareillement  600  ; 
par  conféquent  en  divifant  600  par  24 , le 
quotient  25  fera  le  quatrième  terme  cher- 
ché, & la  proportion  entière  fera  24:15 
= 40:25.  En  général  donc , fi  les  trois  pre- 
miers termes  font  a:b=c : »••••  on  mettra  d 
pour  la  quatrième  lettre  inconnue  ; & puif- 
qu’il  faut  que  ad—bc , on  divifera  de  part 
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& d’autre  par  a , & on  aura  d=±  Ainfi 

le  quatrième  terme  eft  = ^ , & on  le 
trouve  en  multipliant  le  fécond  terme  par 
le  troifieme  , & en  divifant  ce  produit  par 
le  premier  terme. 

471. 

Voilà  le  fondement  de  cette  réglé  de  trois 
fi  célébré  dans  l’arithmétique  ; car  que 
cherche-t-on  dans  cette  réglé  ? On  fuppolè 
trois  nombres  donnés  , & on  en  cherche 
un  quatrième  qui  fôit  avec  ceux-là  en 
proportion  géométrique  } de  façon  que  le 
premier  foit  au  fecond  comme  le  troifieme 
eft  au  quatrième. 

. . y 47 2*  > 

Quelques  circonftances  particulières  fe 
préfentent  à remarquer  ici. 

D’abord , fi  dans  deux  proportions  les 
premiers  & les  troifiemes  termes  font  les 
mêmes , comme  dans  a:b=c:d  & a:f=c:g, 
je  dis  que  les  deux  féconds  & les  deux  qua- 
trièmes termes  feront  aulfi  en  proportion  ^ ■ 

Aa  4 
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géométrique  , & que  b:d=f:g.  Car  la  pre- 
mière proportion  fe  transformant  en  celle- 
ci  , a:c=b:d , & la  fécondé  en  celle-ci , a:c 
—f:g,  il  s’enfuit  que  les  raifons/>:i  &f'-g 
font  égales , puifque  chacune  d’elles  eft 
égale  à la  raifon  a:c.  Par  exemple , fi  5 : ioo 
=2:40,  & 5:1 5=2:6  , il  faut  que  100:40 
=1 5:6, 

473;  ' 

Mais  fi  deux  proportions  font  telles  que 
les  termes  moyens  font  les  mêmes  dans  l’une 
& dans  l’autre , je  dis  que  les  premiers 
termes  feront  en  raifon  inverfe  avec  les 
quatrièmes.  C’eft-  à-dire , fi  fl  : b=c  :d,8cf:b 
=c:g , il  s’enfuit  que  a : f=g;d.  Soient , par 
exemple  , les  proportions  24:8=9:3  , & 
6 : 8=9  : 1 2 , on  aura  2 4 : 6=  12:3.  La  raifon 
en  efl  évidente  : la  première  proportion 
donne  ad=bc  ; la  fécondé  donne  fg=bc  ; 
donc  ad—fg  & fl -f—g : d , ou  a:g=f:d 

: . 474-  . 

Deux  proportions  étant  données , on  peut 
toujoürs  en  faire  une  nouvelle  , en  multi- 
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pliant  féparément  le  premier  terme  de  l’une 
par  le  premier  terme  de  l’autre  , le  fécond 
par  le  fécond , & ainfi  des  autres  termes. 
C’eft  ainfi  que  les  proportions  a;b=c:d  & 
e:f=g\h  fourniront  celle-ci , ae:bf=cg:dh. 
Car  la  première  donnant  ad=bc  , & la  fer 
çonde  donnant  eh—fg  , on  aura  aufli  adeh 
■=bcfg.  Or  adeh  eft  le  produit  des  ex- 
trêmes , & bcf g eftle  produit  des  moyens 
dans  la  nouvelle  proportion  ; ainfi  ces  deux 
produits  étant  égaux  , la  proportion  efi: 
• vraie. 

475- 

Soient , par  exemple  , les  deux  propor- 
tions , 6:4=15:10  & 9:12=15:10,  leur 
combinaifon  donnera  la  proportion , 6.9:4 
.12  = 15 .15:10.20, 

ou  54:48  = 225:200, 
ou  9:8=  9:8. 

; 47<5. 

Nous  obferverons  enfin  que  fi  deux  pro- 
duits font  égaux , comme  ad=bc , on  peut 
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réciproquement  convertir  cette  égalité  en 
une  proportion  géométrique. 

On  a toujours  l’un  des  fa&eurs  du  pre- 
mier produit  à un  des  faéleurs  du  fécond 
produit,  comme  l’autre  fafteur  du  fécond 
produit  à l’autre  faéleur  du  premier  produit } 
c’eft-à-dire , dans  notre  cas  a:c=b:d , ou 
a:b—c\d . Soit  3 . 8 = 4 . 6 , on  en  formera 
cette  proportion , 8 : 4=6  : 3 , ou  celle-ci , 
3:4=6:8.  De  même  fî  3.5=1.!  5 , on  aura 
3:15=1:5, ou  5:1  = 15:3,  ou  3:1  = 1 5: 5. 


CHAPITRE  IX. 

' ' • , . V. 

Remarques  fur  les  Proportions  & fur  leur 
ufage. 

Ail - ' 

(^ette  théorie  eft  tellement  néceflaire 
dans  la  vie  commune  , que  perfonne  pref- 
que  ne  peut  s’en  palier.  Il  y a toujours  pro- 
portion entre  les  prix  & les  marchandifes  3 
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& quand  il  eft  queftion  de  différentes  es- 
pèces de  monnoie , tout  fe  réduit  à déter- 
miner les  rapports  qui  font  entr’elles.  Les 
exemples  que  ces  réflexions  nous  four- 
niffent,  feront  très-propres  à éclaircir  les 
principes  des  proportions , & en  faire  voir 
l’utilité  dans  l’application. 

478. 

On  voudroit  favoir , par  exemple , le 
rapport  entre  deux  efpeces  de  monnoie  : 
fuppofons  un  louis  d’or  vieux  & un  ducat  y 
il  faudra  voir  d’abord  combien  ces  efpeces 
valent , étant  comparées  à une  même  ef- 
pece.  Ainfi  un  louis  vieux  valant  à Berlin 
ç rixdales  & 8 gros , & un  ducat  valant 
3 rixdales  , fi  on  réduit  ces  deux  valeurs  à 
une  même  efpece  * foit  à des  rixdales  , ce 
qui  donne  la  proportion  1 L.:iD.:=j  j-R. 
: 3 R.  ou  = 16:9  ; foit  à des  gros  , dans 
lequel  cas  on  auroit  iL.  :i  D.  = 118:71 
= 1 6 : 9.  On  voit  que  ces  proportions  don- 
nent lerapport  jufte  du  louis  vieux  au  ducat  ; 
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car  1 égalité  des  produits  des  extrêmes  & 
des  moyens  donne  dans  l’une  & dans  l’autre 
9 louis  = 1 6 ducats  ; & au  moyen  de  cette 
comparaifon  on  pourra  changer  en  ducats 
une  Tomme  quelconque  de  louis  d’or  vieux , 
& réciproquement.  Suppofez  qu’on  de- 
mande combien  iooo  louis  vieux  font  en 
ducats , vous  ferez  cette  réglé  de  trois  : 
9 louis  font  1 6 ducats  ; que  font  t ooo  louis  ? 
& vous  répondrez,  1777  ^ducats. 

Que  fi  l’on  demandoit , au  contraire , 
combien  1000  ducats  font  de  louis  d’or 
vieux  , il  faudroit  faire  cette  réglé  de  trois  : 
16  ducats  font  9 louis;  que  font  1000  du- 
cats? réponfe  y 561  ^ louis  d’or  vieux. 

479- 

Ici  (à  Saint-Pétersbourg)  la  valeur  du 
ducat  varie  & dépend  du  cours  du  change. 
C’eft  ce  cours  qui  détermine  la  valeur  du 
rouble  en  ftuvers  ou  fous  de  Hollande , 
defquels  105  font  un  ducat. 

Ainfi  quand  le  change  eft  à 45  ftuvers , 
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on  a cette  proportion , 1 rouble  : 1 ducat 

= 45  •'  1 05  = 3 : 7 ; & de  là  légalité  : 7 rou- 
bles = 3 ducats. 

On  trouvera  par-là  combien  un  ducat 
fait  en  roubles  -,  car  3 ducats  : 7 roubles 
= 1 ducat:...  réponfe , ij  roubles. 

Si  le  change  étoit  à 50  ftuvers , on  auroit 
cette  proportion,  1 rouble  : 1 ducat  = jo 
:I0Î  — 10:21,  ce  qui  donneroit  21  rou-; 
bles=i  o ducats  ; & on  auroit  1 ducat=2  £ 
roubles.  Enfin,  quand  le  change  eft  à 44 
ftuvers , on  a 1 rouble  : I ducat  : = 44 : 1 o y , 
& par  conféquent  r ducat  ==  2 11  roubles 
= * roubles  38^  copeckes. 

48°.  , 

Il  s’enfuit  de  là  qu’on  peut  auffi  comparer 
enfemble  plus  de  deux  efpeces  de  monnoie , 
ce  qu’on  a très-fréquemment  occafion  de 
faire  dans  les  lettres  de  change.  Suppofons 
pour  en  donner  un  exemple  , que  quelqu’un 
d’iq  ait  1000  roubles  à faire  payer  à Berlin , 
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& qu’il  veuille  favoir  combien  cette  Tomme 
fait  en  ducats  à Berlin. 

Le  change  eft  ici  à 47  , c’eft-à-dire 
qu’un  rouble  fait  47  ftuvers.  En  Hollande , 
ao  ftuvers  font  un  florin;  florins  de 
Hollande  font  une  rixdale  de  Hollande. 
De  plus  le  change  de  la  Hollande  avec  Berlin 
eft  à 141,  c’eft-à-dire  que  pour  100  rix- 
dales  hollandoifes  on  paye  à Berlin  142 
rixdales.  Enfin  le  ducat  vaut  à Berlin  5 
rixdales. 

t • • » •#!>.  •• 


Pour  réfoudre  maintenant  la  queftion 
propofée , allons  pas  à pas.  En  commeriçant 
donc  par  les  ftuvers , puifque  I rouble 
=•47  - ftuvers , ou  2 roubles  =95  ftuvers 
nous  ferons  2 roubles  : 9 5 ftuvers  = 1 000... 
réponfe , 47 j 00  ftuvers;  & fi  nous  allons 
plus  loin  & que  nous  difions  , 20  ftuvers 
:i  florin  = 47  j 00  ftuvers  :«*.  nous  aurons 
2375  florins. 

De  plus , 2 florins  = 1 rixdale  hollaiv 


t. 
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doife  , ou  5 florins  = 1 rixdales  hollan- 
doifes  i on  fera  donc  5 florins  : 1 rixdales 
hollandoifes  = 1375  florins  : . . . . réponjc , 
9 jo  rixdales  hollandoifes. 

Prenant  enfuite  les  écus  de  Berlin  fuivant 
le  change  à 1 41 , nous  aurons  100  rixdales 
hollandoifes  -.141  rixdales  = 9 jo  : au  qua- 
trième terme  , 1349  rixdales  de  Berlin. 
Paflons  enfin  aux  ducats , & difons  3 rixdales 

: 1 ducat =1349  rixdales  à rèp.  449  y 

ducats. 

482.  1 

Suppofons , pour  rendre  ces  calculs  en- 
core plus  complets  , que  le  Banquier  de 
Berlin  fafle  difficulté  , fous  quelque  pré- 
texte que  ce  foit , de  payer  cette  fomme , 
& qu’il  ne  veuille  acquitter  la  lettre  de 
change  qu’à  raifon  de  cinq  pour  cent  de 
rabais,  c’eft-à-dire  en  ne  payant  que  100 
au  lieu  de  ïoj  , il  faudra. encore  faire  cette 

réglé  de  trois:  105 1100=449  j à un  qua- 
trième terme , qui  eft  428  ^ ducats. 
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483.  . . 

Nous  venons  de  voir  qu’on  avoit  befoin 
de  fix  opérations  en  fe  fervant  de  la  réglé 
de  trois  ; or  on  a trouvé  moyen  d’abréger 
extrêmement  ces  calculs  par  la  réglé  qu’on 
nomme  réglé  de  réduction.  Pour  expliquer 
cette  réglé , nous  confidérerons  d’abord  les 
deux  antécédens  de  chacune  des  lix  opé- 
rations précédentes:  : <: 

1.)  2 roubles  : 9$  ftuvers. 

II.)  20  ftuvers  . : 1 flor.  holl. 

III. )  j flor.  holl.  : 2 rixd.  holl. 

IV. )  100  rixd.  hol.  : 141  rixd. 

V. )  x rixdales  : 1 ducat* 

VI. )  105  ducats  : 100  ducats. 

Si  nous  repartons  à préfent  fur  les  calculs 
ci-deflus , nous  remarquerons  que  nous 
avons  toujours  multiplié  la  fomme  propo- 
fée  par  les  féconds  termes , & que  nous 
avons  divifé  les  produits  par  les  premiers 
termes  ; il  eft  donc  clair  qu’on  parviendra 
a,u  même  réfultat , en  multipliant  la  fomme 

propofée 
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propofée  toute  d’une  fois , par  le  produit 
de  tous  les  féconds  termes , & en  divifant 
par  le  produit  de  tous  les  premiers  termes. 
Ou  , ce  qui  revient  au  même  , qu’on 
n’aura  qu’à  faire  la  réglé  de  trois  fuivante  : 
Comme  le  produit  de  tous  les  premiers 
termes  eft  au  produit  de  tous  les  féconds 
termes,  ainfi  le  nombre  de  roubles  donné 
eft  au  nombre  de  ducats  payables  à Berlin. 

484. 

Ce  calcul  s’abrége  encore  davantage, 
quand  parmi  les  premiers  termes  il  s’en 
trouve  qui  ont  des  divifeurs  communs  avec 
quelques-uns  des  féconds  termes  ; car  dans 
ce  cas  on  efface  ces  termes , & on  met  à 
la  place  les  quotiens  provenus  de  ladivifion 
par  ce  divifeur  commun.  L’exemple  précé- 
dent prendra  de  cette  maniéré  la  forme 
qu’on  va  voir  : 


B b 


Tome  1. 
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x.  j 90?  ftuv. . 1000  rhle" 

z<p.  i flor.  holland. 

y.  z rixd.  holland. 

ioo.  -t.i  4 z rixd. 

3.  i duc.  . , . 

ripjf.ti,  duc. 


6 300  : 2698  = 1000  à.... 
7)26980. 


9)38H(*- 

428(2.  Rép.  428  ^ ducats. 

48  5 . 


L’ordre  qu’il  faut  fuivre  en  fe  fervant  de 
la  réglé  de  rédu&ion  eft  celui-ci  : on  com- 
mence par  l’efpece  de  monnoie  dont  il  eft 
queftion , & on  la  compare  avec  une  autre 
qui  doit  commencer  le  rapport  fui  vant , dans 
lequel  -en- compare  cetre  fécondé  efpece 
avec  une  troifieme  , & ainfi  de  fuite  ; de 
façon  que  chaque  rapport  commence  par 
l’efpece  par  laquelle  le  rapport  précédent 
finilToit  -,  on  continue  de  même  jufqu’à  ce 
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qu’on  arrive  à l’efpcce  fur  laquelle  on 
demande  la  réponfe  , & à*la  fin  on  tient 
compte  encore  des  faux  frais. 

486. 

Donnons  encore  d autres  exemples , afin 
de  faciliter  la  pratique  de  ces  opérations. 

Si  les  ducats  gagnent  à Hambourg  i pour 
cent  fur  deux  rixdales  de  banque  , c’eft-à- 
dire  que  j o ducats  valent , non  pas  i oo  , 
mais  z o 1 rixdales  de  banque  , & que  le 
change  entre  Hambourg  & Konigsberg 
foit  11 9.  gros  de  Pologne,  c’eft-à-dire  que 
1 rixdale  banco  fafTe  119  gros  polonois , 
combien  feront  1000  ducats  en  florins  polo- 
nois? 3 o gros  polonois  font  1 florin  polon. 
Ducat  1 ; z rixd.  B.°  1000  duc. 

' ) ! I . ‘ : t . Jj 

50  : loi  rixd.  B.° 

1 ' ' : 1 1 9 gros  pol. 

30  : I flor.  pol. 

1 s 00  : 1 *o  1 9 =1  o<t><t  duc.  : .... 
3)1 2019.0. 

5)40063(1, 

8o»  i($,Rép. 801 2^- fl.  p. 
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487. 

On  peut  auïïi  abréger  encore  un  peu  da- 
vantage , en  écrivant  le  nombre  qui  fait  le 
troifieme  terme  au-deflus  du  fécond  rang  ; 
car  alors  le  produit  du  fécond  rang  , divifé 
par  le  produit  du  premier  rang  , donnera 
la  réponfe  défirée. 

Quejlion.  On  fait  venir  à Leipfig  des 
ducats  d’Amfterdam , ayant  cours  dans  cette 
derniere  ville  à raifon  de  5 flor.  4 ftuvers 
courans , c’eft-à-dire  que  1 ducat  vaut  104 
ftuvers , & que  5 ducats  valent  2 6 florins 
hollandois.  Si  donc  Y agio  di  B.°  eft  à Amf- 
- terdam  de  5 pour  cent , c’eft-à-dire  que 
105  courans  faflent  100  de  banque,  & que 
le  change  de-LeipAg  à Amfterdam  , en 

• 1 t 

argent  de  banque  , foit  133^-  pour  cent, 
c’eft-à-dire  que  pour  100  rixdales  on  paye 
à Leipfig  133^-  rixdales  ; enfin  2 rixdales  de 
Hollande  faifant  5 florins  de  Hollande  , on 
demande  combien  , fuivant  ces  changes  , 
il  faudra  payer  de  rixdales  à Leipfig  pour 
1000  ducats? 
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ducats. 

Ducats  f : 26  fl.  holl.  cour. 

: 4 flor.  holl.  B.® 
f : z rixd.  B.° 

400.*  : 533  rixd.  à Leipf. 

11  : 3)5  5432(K 
7)  »S477(4- 
2639. 

Rép.  16 39  ^ rixdales  , ou 

2639  rixdales  & 1 j 
bons  gros. 


CHAPITRE  X. 


Des  Rapports  composés. 


488. 

O N obtient  des  rapports  compofés , en 
multipliant  par  ordre  les  termes  de  deux 
ou  de  plufieurs  raifons  , les  antécédens  par 
les  antécédens , & les  conféquens  par  les 

B b 3 
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conféquens  ; & on  dit  alors  que  le  rapport 
entre  ces  deux  produits  eft  compojé  des 
rapports  donnés. 

C’eft  ainft  que  les  rapports  a:  l>yc:  d , e:f 
donnent  le  rapport  compole  ace:bdf  (*). 

489. 

Une  raifon  reliant  toujours  la  même , 
quand  , pour  l’abréger , on  divife  Tes  deux 
termes  par  un  même  nombre , on  peut  faci- 
liter beaucoup  la  compofition  ci-defîus 
en  comparant  les  antécédens  & les  confé- 
quens dans  le  deflein  de  faire  de  telles 
réduêlions , ainlî  que  nous  l’avons  fait  dans 
le  chapitre  précédent. 

Voici , par  exemple , comment  on  trouve 
le  rapport  compofé  des  rapports  donnés 
qui  fuivent. 

(‘)  Chacune  de  ces  trois  raifons  eft  dite  être  une  des 
racintj  de  k raifon  compofée. 
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Rapports  donnés. 

12:2  j , 28:33,  & 55  : 5 <5. 

*ar,4,2  : 3 ~r f . 

z%  : tt  y y. 

X1  : x 

2 : J. 

Donc  2:5  eft  la  raifon  compofée  qu’on 
cherchoit. 

490. 

Le  même  procédé  a lieu  , quand  il  s’agit 
d’opérer  en  général  fur  des  lettres  ; & le 
cas  le  plus  remarquable  eft  celui  où  chaque 
antécédent  eft  égal  au  conféquent  de  la 
raifon  précédente.  Si  les  raifons  données 
font 

a : b 
b : c 
c : d 
d : c 
e : a; 

La  raifon  compofée  eft  1:1. 


/ 
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49ï. 

On  verra  l'utilité  de  ces  principes , en 
remarquant  que  deux  champs  quarrés  ont 
entr’eux  un  tel  rapport , compofé  des  rap- 
ports des  longueurs  & des  largeurs. 

Soient , par  exemple  , les  deux  champs 
A & B ; que  A ait  500  pieds  de  longueur 
fur  60  pieds  de  largeur , & que  la  longueur 
de  B foit  de  360  pieds  , & fa  largeur  de 
100  pieds  ; le  rapport  des  longueurs  fera 
500:360,  & celui  des  largeurs  60:100. 
Ainfî  l’on  a 

#0  : 700. 

5 : 6. 

Doncle  champ  A eft  au  champ  B comme 

5 à 6. 

491. 

Autre  exemple.  Soit  le  champ  A long 
de  710  pieds,  large  de  88  pieds  ; le  champ 
B long  de  660  pieds , & large  de  90  pieds , 
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on  compofera  les  rapports  de  la  maniéré 

qui  fuit  : 

• 

Rapport  des  long.  i]z<î>,S 

Rapport  des  larg.  MX  2 

0*. 

Rap.  des  champs  A tk  B 16 

1 5* 

493- 

De  plus , s’il  s’agit  de  comparer  deux 
chambres , relativement  à l’efpace  ou  au 
contenu , on  obfèrvera  que  ce  rapport  eft 
compofé  de  trois  rapports  ; favoir,  de  celui 
des  longueurs , de  celui  des  largeurs  & de 
celui  des  hauteurs.  Soit , par  exemple  , la 
chambre  A , dont  la  longueur  = 3 6 pieds , 
la  largeur  = 1 6 pieds , & la  hauteur  = 1 4 
pieds  ; & la  chambre  B , dont  la  longueur 
= 41  pieds,  la  largeur  =24  pieds,  & la 
hauteur  = 10  pieds  } on  aura  ces  trois 
rapports  : 

pour  la  longueur  : 4*4. 

pour  la  largeur 

pour  la  hauteur  t#,i  : *0,5. 

4 : 5* 


* 
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Ainfi  le  contenu  de  la  chambre  A efl:  au 
contenu  de  la  chambre  B comme  4 à 5. 


rf 


494* 

.*  Lorfque  les  raifons  qu’on  compofe  de 
cette  manière  font  égales , il  en  réfulte  des 
raifons  multiples,  bavoir  , deux  raifons 
égales  donnent  une  raifort  doublée  ou  quar- 
rée  ; trois  raifons  égales  produifent  la  raifort 
triplée  ou  cubique  , & ainfi  de  'fuite.  Par 
exemple , les  raifons  a : b & a:  b donnent  la 
railon  cofnpofée  aa  : bb  ; c’eft  pourquoi  l’on 
dit  que  les  quarrés  font'  en  raifon  doublée 
de  leurs  racines.  Et  le  rapport  a : b multiplié 
trois  fois , donnant  le  rapport  a 1 : b 5 , on  dit 
que  les  cubes  font  en  raifon  triplée  de  leurs 
racines. 

495- 

On  enfeigne  dans  la  Géométrie  que  deux 
efpaces  circulaires  font  en  raifon  doublée 
de  leurs  diamètres  ; cela  fignifie  qu’ils  font 
l’un  à l’autre  dans  le  rapport  des  quarrés  de 
leurs  diamètres. 
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Soit  A un  tel  efpace  dont  le  diamètre 
— 45  pieds,  & £ un  autre  efpace  circu- 
laire dont  ie  diamètre  — 30  pieds  j le  pre- 
mier efpace  fera  au  fécond  comme  45.45 
à 30.30  , ou  , en  compofànt  ces  deux  rai- 
fons  égales  , 

9 ’ 4* 

Donc  ces  deux  aires  font  entr’elles  comme 
9 à 4. 

496. 

On  démontre  aufîi  que  les  folidités  des 
fpheres  font  en  raifon  cubique  des  dia- 
mètres de  ces  globes.  Ainfi  le  diamètre  d’un 
globe  A étant  1 pied  , & le  diamètre  d’un 
globe  £ étant  2 pieds , la  folidité  de  A fera 
à celle  de  £ comme  1 1 : i1 , ou  comme 
1 à 8.  • 

Si  donc  ces  fpheres  font  d’une  même 
matière  , la  fphere  £ pefera  8 fois  autant 
que  la  fphere  A. 
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497* 

On  voit  qu’on  peut  trouver  par-là  le 
poids  des  boulets  de  canon  , leurs  diamètres 
& le  poids  d’un  feul  étant  donnés.  Soit , par 
exemple , le  boulet  A dont  le  diamètre  = 2 
pouces , & le  poids  = 5 livres , & qu’on 
demande  le  poids  d’un  autre  boulet  dont 
le  diamètre  feroit  de  8 pouces  , on  aura 
cette  proportion  , 2 5 : 8 ’ = 5 ; au  qua- 
trième terme  , 3 20  liv.  qui  indique  le  poids 
du  boulet  B.  On  auroit  pour  un  autre  boulet 
C , dont  le  diamètre  feroit  = 1 5 pouces , 

2> : 1 5 J = 5 : Rép.  2 1 09  | liv. 

498. 

Quand  on  cherche  le  rapport  de  deux 
frattions  , comme  \ : £ , on  peut  toujours 
l’exprimer  en  nombres  entiers  ; car  on  n’a 
qu’à  multiplier  les  deux  fraftions  par  bd , 
on  obtiendra  le  r ipport  ad:bc  qui  eft  égal 
à l’autre  , & d’où  réfulte  la  proportion^  : ^ 
=zad : bc.  Si  donc  ad  & bc  ont  des  divifeurs 
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communs , le  rapport  pourra  fe  réduire  à 
de  moindres  termes.  C’eft  ainfi  que  21  : 21 
= 1 5 . 36: 14. 2 j = 9: 10. 

499. 

On  voudroit  favoir  encore  quel  eft  le 
rapport  des  fraftions  ^ ; il  eft  clair  qu’on 

aura  2 : 2 = b : a ,•  ce  qu’on  exprime  en 
difant  que  deux  fra&ions  qui  ont  l’unité 
pour  numérateur , font  en  raifon  réciproque 
ou  inverfe  de  leurs  dénominateurs.  On  dit  la 
même  chofè  de  deux  fraftions  qui  ont  un 
même  numérateur  quelconque  ; car  j : 2 
z=6:a.  Mais  fi  deux  fra&ions  ont  leurs  dé- 
nominateurs égaux , comme  a- : h- , elles  font 
en  raifon  directe  des  numérateurs,  favoir, 
comme  a\b.  Ainfi  | :£==£: £=6:3 =1:1, 
&y:y=io:ij,  011  = 1:3. 

500. 

On  a remarqué  dans  la  chute  libre  des 
corps , qu’un  corps  tombe  de  1 j pieds  dans 
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une  léconde  , que  dans  deux  fécondés  de 
temps  il  tombe  de  la  hauteur  de  6 o pieds  , 
& que  dans  trois  fécondés  il  tombe  de  1 3 5 
'pieds,  j on  en  a conclu  que  les  hauteurs  font 
entr’elles  comme  les  quarrés  des  temps  , 
&:  que  réciproquement  les  temps  font  en 
raifon  fous-doublée  des  hauteurs,  ou  comme 
les  racines  quarrées  des  hauteurs. 

Si  donc  on  demande  combien  de  temps 
il  faut  à une  pierre  pour  tomber  de  la  hau- 
teur de  2160  pieds;  ‘on  aura  15:2160=1 
au  quarré  du  temps  cherché.  Ainfi  le  quarré 
du  temps  cherché  eft  144,  $:  par  conl'é- 
quent  le  temps  qu’on"  demande  eft  1 1 
fécondes. 

501. 

O11  demande  combien  de  chemin , ou 
quelle  hauteur,  une  pærre  pourra  parcourir 
en  tombant  pendant  une  heure  de  temps , 
c’eft-à  dire  en  3600  fécondes?  On  dira 
donc , comme  les  quarrés  des  temps , c’eft- 
à-dire  1*:  36001;'  ainfi  la  hauteur  donnée 
= 1 5 pieds , à la  hauteur  cheréhée. 
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i : 1 2960000=1 5 194400000  hautr. 

M 


cherchée. 


64800000 
1 296 


194400000. 

- Si  nous  comptons  maintenant  18000 
pieds  pour  une  lieue , nous  trouverons  certç 
hauteur  de  10800  , & par  conféquerit  près 
de  quatre  fois  plus  grande  que  le  diamètre 
de  la  Terre. 


502. 


ÇN 


: ‘ 1 


— * » 


Il  en  eft  de  même  à l’égard  du  prix  des 
pierres  précieufes , lefquelles  ne  fe  vendent 
pas  dans  la  proportion  des  poids  tout  le 
monde  fait  que  ces  prix  fuivent  un  plus 
grand  rapport.  La  réglé  ppur  les  diamans 
eft  , que  le  prix  ell  en  raifon  quarrée  du 
poids , c’eft-à-dire  que  le  rapport  des  prix 
eft  égal  à la  raifon  doublée  des  poids.  On 
exprime  le  poids  des  diamans  en  carats , 
& un  carat  vaut  4 grains  > fi  donc  un  dia- 


400 
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mant  d’un  carat  vaut  10  liv.  un  diamant 
de  100  carats  vaudra  autant  de  fois  io 
livres , que  le  quarré  de  100  eft  plus  grand 
que  i i ainfi  on  aura  , fuivant  la  réglé  de 
trois  , 

r : ioo’  =10  liv.  : 

ou  i : ioooo  =10: Rép. ioooooliv. 

Il  y a un  diamant  en  Portugal  qui  pele 
1680  carats  j fon  prix  fe  trouvera  donc  en 
faifant 

1*:  1680’ = 10  liv.  : ou 

1 : 1821400  =10  : 28x24000  liv. 

503- 

Les  polies  fourniflent  allez  d’exemples 
de  rapports  compofés , parce  qu’elles  le 
payent  en  raifon  compofée  du  nombre  des 
chevaux  & de  celui  des  lieues  ou  des  polies. 
Par  exemple , un  cheval  fe  payant  xo  Ibus 
par  polie , qu’on  veuille  lavoir  ce  qu’on 
aura  à payer  pour  28  chevaux  & pour  4 \ 

polies  è 
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portes  ? On  écrira  d’abord  le  rapport  des 

chevaux , ; 1:  18  ^ 

fous  ce  rapport  on  mettra  celui 

des  portes  , — l — 2 : 9 , 

& compofant  les  deux  rapports , - . ■ 

on  aura 2 : 252, 

ou  1 : 1 16=  1 liv.  à 1 16  fr*  ou  42  écus. 
Autre  quejlion.  Si  on  paye  un  ducat  pour 
huit  chevaux  par  trois  milles  d’Allemagne  , 
combien  coûteront  trente  chevaux  pour 
quatre  milles  ? On  fera  le  calcul  fuivant  : 


i : 5=1  duc.  : au  4.®  terme  , qui 

fera  j duc. 

504. 

T -a  même  compofition  des  rapports  fè 
préfente  , quand  il  eft  queftion  de  payer 
des  Ouvriers  , puifque  ces  payemens  fui- 
vent  ordinairement  la  raifon  compolée  du 
nombre  des  Ouvriers  & de  celui  des  joui;s 
qu’cm  les  a employés. 

Tome  /. 


Ce 
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Si  on  donne , par  exemple,  25  fous  par 
jour  à un  Maçon , & qu’on  demande  ce 
qu’il  faudra  payer  à vingt-quatre  Maçons 
qui  auront  travaillé  pendant  5 o jours  ? On 
fera  ce  calcul  : 

1 : 14 
• 1 : 50 

1 : 1 100—1 5 : .....  1500  francs 

*5 

10)30000(1 500. 

Comme  dans  ces  fortes  d’exemples  on 
a cinq  données , on  nomme  dans  les  livres 
d’ Arithmétique  réglé  de  cinq , celle  qui  fert 
à réfoudre  ces  queftions.  , 


Digitized  by  GoogI 


Z>*  A L G E B R E. 


40} 


CHAPITRE  XI. 

Des  ProgreJJions  géométriques. 


505. 

U*e  fuite  de  nombres  qui  deviennent 
toujours  un  même  nombre  de  fois  plus 
grands  ou  plus  petits  , le  nomme  une 
progrejjion  géométrique , parce  que  chaque 
terme  eft  conftamment  au  fuivant  dans  le 
même  rapport  géométrique.  Et  le  nombre 
qui  indique  combien  de  fois  chaque  terme 
eft  plus  grand  que  le  précédent , s’appelle 
l’ expofant.  Ainli , quand  le  premier  terme 
eft  1 & I’expofant  = 2 , la  progreflion  géo- 
métrique devient  : 

Termes  1 , 2,  3, 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 &c. 

Progr.  I,  2,4,  8,16, 32,64,1  28, 156&C. 
les  nombres  1,2,3  &c.  marquant  tou- 
jours les  quantieraes  termes  de  la  pro- 
greffion. 


Ce  2 
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. 506.  • 

Si  on  fuppofe,  en  général , le  premier 
terme  = a & l’expofant  = £,  on  a la  pro- 
greflion géométrique  fuivante  : 

1 » 2 > 3 > 4.»  5 > ^ » 7 » 8 ....  n. 
Proçr.  ayabyab%ab\  ab*y  ab\  abkyab\.  abn~l. 

Ainfi , quand  cette  progreflion  eft  de  n 
termes , le  dernier  terme  eft  =abn Il  faut 
remarquer  ici,  que  fi  l’expofant  b eft  plus 
grand  que  l’unité , les  termes  augmentent 
continuellement  -,  que  fi  l’expofant  b=i  , 
les  termes  font  tous  égaux  i'  enfin , que  fi 
l’expofant  b eft  plus  petit  que  1 , ou  qu’il  ait 
une  fraftion  , les  termes  décroiflent  fans 

ceflfe.  Ainfi  quand  a=i  & on  a 

cetre  progreflion  géométrique  : 

T I I i L ± i — &c 

1 > a > 4 » S » 16  > 31  » 64  » «aS> 


507. 

Ici  fe  préfentent  donc  à confidérer  : 

I.)  Le  premier  terme  que  nous  avons 
nommé  a.  ' 
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II.  ) L’expofant , que  nous  appelons  b. 

III.  ) Le  nombre  des  termes  que  nous  avons 
indiqué  par  n. 

IV.  ) Le  dernier  terme , que  nous  avons 
trouvé  =abn-\ 

Ainfi,  quand  les  trois  premières  de  ces 
parties  font  données  , on  trouve  le  dernier 
terme , en  multipliant  par  le  premier  terme 
a la  n — ire  puiflance  de  b , oué*-1. 

Si  on  demandoit  donc  le  5 oe  terme  de 
la  progreflion  géométrique  1 , z , 4,8, 
&c.  on  auroit  a=i,  b=i  & 71=50; 
par  conféquent  le  50e  terme  = z4’.  Or  z’ 
étant  = 5iz;  2'°  fera=  10Z4.  Donc  le 
quarré  de  z‘°,ou  z10,  =1048576 ,&  le 
quarré  de  ce  nombre,  ou  10995 1 1627776 
= z40.  Multipliant  donc  cette  valeur  de 
i4°  par  z9  ou  par  5 1 z , on  a z49  égalant 
56Z94995  3411 3 1 z.  i 

5°8. 

Une  des  principales  queftions  qui  fe  pré?. 
fentenÉ  dans  cette  matière , c’eft  de  trouver. 

• 1 « 

Ce  3 
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la  Tomme  de  tous  les  termes  d’une  pro- 
greflion géométrique  $ nous  allons  donc  en 
expliquer  la  méthode.  Soit  donnée  d’abord 
la  progreflion  fuivante , compofée  de  dix 
termes  : 

I,  »,  4,  8,16,31,64,128, 256,  511, 
dont  nous  indiquerons  la  Tomme  par  f,  de 
forte  que  : 

f ==  1 + î+4  + 3+i6  + 3*+  64  + 1 18  + 256 
+ j 1 2 , nous  aurons , en  prenant  le  double 
de  part  & d’autre , z/==z-|-4-j-8-|-i  6-j-j  2 
^-64— |— t z8— {— 2.56-]— 5 1 2.-I—1OZ4.  Otant  de 
ceci  la  progreflion  indiquée  par /,  il  relie 
/=  1024 — 1 =1023}  donc  la  Tomme 
cherchée  = 1023.  , 

509. 

SuppoTons  maintenant  que  dans  la  même 
progreflion  le  nombre  des  termes  Toit  indé- 
terminé & = n f de  façon  que  la  Tomme  en 
queftion,ou /,  Toit  = 1—J-2— J-2*— J— 2*-|-i4 
....  2*-1.  Si  on  multiplie  par  2 , on  a 2 f=  1 
+ & Touftrayant  de 
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cette  égalité  la  précédente , on  a /=  2"  — 1 . 
On  voit  donc  que  la  fomme  cherchée  fe 
trouve , en  multipliant  le  dernier  terme , 
i"'1 , par  l’expofant  2 , afin  d’avoir  2" , & 
en  fouftrayant  de  ce  produit  l’unité. 

510. 

Cela  devient  encore  plus  clair  par  les 
exemples  fuivans , où  nous  fubftituerons 
fucceiïivement  à n les  nombres  1 , 2 , 3 , 
4 , &c. 

1=1 } 1+  2=3  y 1+  2 + 4=7  »l  + * + 4 + 8 
===I  5 > i+i+44"8-j-i6=3i  i i-[-2-j-4 
—J-  8 — 1 6— J—  3 i =^3  » &c. 

5 1 1. 

On  propofe  ordinairement  dans  cette 
matière  la  queftion  qui  fuit  : Un  homme 
propofe  de  vendre  fon  cheval  par  les  clous , 
qui  font  au  nombre  de  32  * il  demande 
I liard  pour  le  premier  clou  , 2 liards  pour 
le  fécond  clou,  4 liards  pour  le  troifieme 
clou  , 8 liards  pour  le  quatrième  , & ainli 

C c 4 
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de  fuite  , en  demandant  pour  chaque  clou 
le  double  du  prix  du  précédent.  On  de- 
mande quel  feroit  le  prix  du  cheval  ? 

Cette  queftion  fe  réduit  évidemment  à 
trouver  la  fomme  de  tous  les  termes  de  la 
progreffion  géométrique  i , 2 , 4 , 8,16, 
&c.  continuée  jufqu’au  3 2e  terme.  Or  ce 
dernier  terme  eft  z’1  ; & comme  nous  avons 
trouvé  plus  haut  210  =1048576,  & i'° 
= 1024 , nous  aurons  210.  2,#  = 2,0égal  à 
1073741814$  &en  multipliant  encore  par 
1 , le  dernier  terme  21'  =2147483648  $ 
en  doublant  donc  ce  nombre  & en  retran- 
chant l’unité  du  produit , la  fomme  cher- 
chée devient  4294967295  liards.  Cesliards 
font  1073741823  ^ fous , & divifant  par  20 
on  a 5368709  à liv.  3 f.  9 den.  pour  le  prix 
cherché. 

512. 

Soit  à préfent  l’expofant  = 3 , & qu’il 
s’agiffe  de  trouver  la  fomme  de  la  pro- 
greffion géométrique  1,3,9,27,81,243, 
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719  , compofée  de  7 termes.  Suppofons-la 
pour  un  moment  = /,  de  forte  que 

/=  1 + 3 + 9 H"  2 7 + 8 * "1“  r 4 3 + 7 ■ 

Nous  aurons  , en  multipliant  par  3 : 

3/=3+ 9+*7+8 1 -fi  4 3-4-7 19+2 1 87. 

Et  fouftrayant  la  férié  précédente  , nous 
avons  if=i  1 87 — 1=2  1 86.  Ainfi  le  double 
de  la  fomme  eft=2i86,  & par  confé- 
quent  la  fomme  cherchée  = 109  3'. 

513- 

Soit  dans  la  même  progreffion  le  nombre 
des  termes  = n , & la  fomme  = /,•  de  forte 

que  /=i  + 3 + 31+35~i“34  + “-  - S'’"1* 
Si  on  multiplie  par  3 , on  a 3 f=  3 -f*  3* 
3 J —J—  34-}-....  3'.  Souftrayant  de  ceci 
la  valeur  de  /,  comme  tous  les  termes  de 
celle-ci , excepté  le  premier  , détruifent 
tous  les  termes  de  la  valeur  de  3 f , ex- 
cepté le  dernier,  on  aura  2/=  3" — i; 

donc  /=- — • Ainfi  la  fomme  cherchée 

fe  trouve  en  multipliant  le  dernier  terme 


1 


1 
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par  3 , en  fouftrayant  i du  produit , & en 
divifant  le  refte  par  i.  C’eft  ce  qu’on  voit 
auffi  par  les  exemples  fuivans  : 1 = 1 j i— |— 3 

=Lir=4»i4-3+9==?;r!=I3i  J+3+9 
+ 27=LT2i=40iI+3  + 9 + I7+8i 

î.8i-i 

—-7— =IZl. 

514 

Suppofons  maintenant , en  général , le 
premier  terme  =a  , l’expofant  =b  , le 
nombre  des  termes  = n , & leur  fomme 
=/,,  en  forte  que 

J = a-\-ab  -}-  ab*'1 . 

Si  nous  multiplions  par  bf  nous  avons 
bf = ab-\-abx  ab 5 -|-  ab 4 -J-  ab 5 -j-....  ab" , 

& fouftrayant  l’égalité  précédente  il  refte 
( b — i)f=ab‘  — a } d’où  nous  tirons  faci- 
lement la  fomme  cherchée  / Par 

conféquent  la  fomme  d’une  progreftion  géo- 
métrique quelconque  fe  trouve  , fi  on  mul- 
tiplie le  dernier  terme  par  l’expofant  de  la 
progreftion , qu’on  fouftraie  du  produit  le 
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premier  terme  & qu’on  divife  le  refie  par 
lexpofant  diminué  de  l’unité. 

51 5- 

Soit  une  progreflion  géométrique  de  fept 
termes , dont  le  premier  = 3 , & que  l’ex- 
pofant  foit=  2 , on  aura  a=  3 , & 

72=7  ; d°nc  le  dernier  terme  =3.2 6 , ou 
3.64=192  j & la  progreflion  entière  fera 
3 » 6»  M»  48,  96,  19t. 

Si  de  plus  on  multiplie  le  dernier  terme 
192  par  l’expofant  2 , on  a 384  j ôtant  le 
premier  terme  3 , il  refie  381  j & divifant 
ceci  par  b — 1 ou  par  1 , on  a 381  pour  la 
fomme  de  toute  la  progreflion. 

516. 

Soit  encore  une  autre  progreflion  géo- 
métrique de  fix  termes , que  4 en  Toit  le 

premier  , & que  l’expofant  Toit  = La 

progreflion  efl 

, < « îZ  *1  1*1 

4 > 9>  a»  4 1 8 • 
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Multiplions  ce  dernier  terme  irpar  l’ex- 
pofant  \ , nous  aurons  j la  fouftra&ion 
du  premier  terme  4 laifle  le  refte  qui, 
divifé  par  b — 1=  l- , donne  -g-  3=  83 

517- 

Lorfque  l’expofant  eft  plus  petit  que  1 , 
& que , par  conféquent , les  termes  de  la 
progreflion  vont  toujours  en  diminuant , 
on  peut  indiquer  la  fomme  d’une  telle  pro- 
greflion décroiflante  qui  iroit  à l’infini. 

Soit , par  exemple , le  premier  terme 
= 1 , l’expofant  = l- , & la  fomme  =/,  en 
forte  que  : , 

/=i  + Î + ï+8L+^+^+£-J-»  &c. 

fans  fin. 

Si  on  multiplie  par  1 , on  a 

*/=2  + 1 + 

fans  fin. 

Et  fouftrayant  la  progreflion  précédente , 
il  refte  f—i  pour  la  fomme  de  la  progref- 
fion  infinie  propofée. 


I 


I 
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Si  le  premier  terme =i , TexpoTant 
& la  Tomme  = fs  de  façon  que 

/=!  +H“?+è+n+»  &C.  à l'infini» 
On  multipliera  le  tout  par  3 , on  aura 

3/=  3 + 1 + J + + &c- à rinfini  5 

& Touftrayant  la  valeur  de  /,  il  refte  2 f 
— 3 j donc  la  Tomme  f=.i\. 

5I9* 

Qu’on  ait  une  progreffion  dont  la  Tomme 
= f,  le  premier  terme  ==2 , TexpoTant= ^ j 
de  Taçon  que 

/=»  + *+ 1 + M + , &c.à  l’infini. 

Multipliant  par  j on  aura  jf=  y -{-  1 "f"  i 

+ F + jï  + S + » &c*  fans  °r  fo^- 

trayant  la  progreffion /,  il  refte  f =.*-  $ 

donc  la  Tomme  cherchée  = 8, 

» • • % 

520. 

Si  on  TuppoTe , en  général , le  premier 
terme = a,  & l’expoTantxle  la  progreffion 
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= j , de  maniéré  que  cette  fra&ion  foit  plus 
petite  que  i , & par  conféquent  c plus  grand 
que  b ; voici  comment  on  trouvera  la  fomme 
de  cette  progrcflion  pouflee  à l’infini  : on 
fera 


/=a+7  + 


ab*  , abi  . ab 4 
c c ' c'  * c4 


+ ,&c. 


fans  fin. 

Multipliant  par  * , on  aura 


db  « db  * db^  * db  » » ni  ^ * 

— — ! — J — - &c.  à 1 infini. 

c ' c1  ' c5  1 c* 


Et  foufirayant  cette  égalité  de  la  précé- 
dente , il  refte  (i— * ) /~a. 

Par  conféquent  /=■  ~~i% 


, Si  on  multiplie  les  deux  termes  de  cette 
fraftion  par  c , on  a /=  —b>  La  fomme  de 
la  progreflion  géométrique  infinie  propofée 
fe  trouve  donc  en  divifant  le  premier  terme 
a par  i moins  l’expofant , ou  bien  en  mul- 
tipliant le  premier  terme  a par  le  dénomi- 
nateur de  l’expofant , & en  divifant  le 
produit  par  le  même  dénominateur  diminué 
du  numérateur  de  l’expofant. 


• Di 
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4M 


On  trouve  de  la  même  maniéré  les 
fommes  des  progreffions , dont  les  termes 
font  affeétés  alternativement  des  lignes 
& — . Soit , par  exemple , 


r ab  , ab* 

I —a — 1- — 

J c ' c* 


ab 1 , ab 4 
CJ  "**"  c4 


, &c. 


Si  on  multiplie  par  * , on  a 

b r ab  ab * , ab * ab 4 _ 

~~  &c- 

Et  fi  on  ajoute  cette  égalité  à la  pré- 
cédente , on  obtient  ( 1 -f-  7 ) /=  a.  D’où 

l’on  tire  la  fomme  cherchée  f : 


■-H 


n 


OU 


r “ 

522. 

On  voit  donc  que  fi  le  premier  terme 
a = \ 7 & l’expofant  = j , c’eft-à-dire , b 
= i & c = 5 , on  trouvera  la  fomme  de 
la  progreffion  }■  + £ + £+  g + &c.  = 1 5 
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puifqu’en  fouftrayant  l’expofant  de  i il  rela- 
tera j y & qu’en  divifant  le  premier  terme- 
par  ce  refte,  le  quotient  eft  i. 

On  voit  en  fécond  lieu  que  li  les  termes 
font  alternativement  pofitifs  & négatifs , & 
que  la  progreffion  ait  cette  forme  : 

+ &c. 

j ij  r 115  61 5 1 

la  fomme  fera 

j 


i+i  1 
1 * » 


=l=l 


523.. 

Autre  exemple.  Soit  la  progreffion  infinie 
3 i_ J_ J L__l — l — I — . 

~ ï 100  1 1000  i 10000  1 100000  n 

Le  premier  terme  eft  ici  & l’expo- 
fant  eft  Souftrayant  ce  dernier  de  1 , 
il  refte  - ; & fi  l’on  divife  le  premier  terme 


par  cette  fraftion , il  vient  ^ pour  la  fomme 
de  la  progreffion  donnée.  Ainfi  en  ne 
prenant  qu’un  terme  de  la  progreffion, 
favoir  ^ , l’erreur  feroit  de  j-0. 

En  prenant  deux  termes  y ~ 1 " 100  * 
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il  s’en  fauclroit  encore  de  ^ que  la  Tomme 


ne  fût  = ’ . 


1 

A 


5'24. 

r ~ r vl  . 

3 Autre  exemple.  Soit  donnée  la  progreffioï 
infinie  : ...  ■ [ • , , , , 

9 + ^ + r!5+T^+7ïL+&c*  •: 

. Le  premier  terme  eft  9 , l’cxpofant  eft  — ; 

• N 9 

Ainfi  1 moins  l’expo  Tant  fait  £ ; & 9 =10, 

ÎO 

Tomme  cherchée.  11  • < > 

On  remarquera  que  cette  fuite  s’exprime 
par  une  fra&ion  décimale  en  c et  te  maniéré , 

9>9999999  > &c*  . ; r • ■ 


::  L-j 


CHAPÎTR  E ’ X I L 
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•„  1 


Des  Fractions  décimales  infinies. 


5*5- 

o u s avons  vu  plus  haut  que  dans  les 
-calculs  logarithmiques  on  emploie  des  frac- 
tions décimales  au  lieu  des  fra&ions  ordi- 
Tome  /.  D d 
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naires  ; cela  fe  pratique  aufliavec  beaucoup 
d’avantage  dans  d’autres  calculs.  Il  s’agira 
principalement  de  faire  voir  comment  on 
transforme  une  fraftion  ordinaire  en  une 
fraftion  décimale  , & comment  on  peut 
exprimer  réciproquement  la  valeur  d’une 
fraftion  décimale  par  une  fraftion  ordi- 
naire. 

Qu’on  ait  généralement,  à changer  en 
fraftion  décimale  la  fraftion^  : comme  cette 
fraftion  exprime  le  quotient  de  la  divifion 
du  numérateur  a par  le  dénominateur  b , on 
écrira  à la  place  de  a la  formule  a,ooooooo, 
dont  la  valeur  ne  différé  pas  du  tout  de 
celle  de  a,  puifqu’elle  ne  contient  ni 
dixièmes  , ni  centièmes  &c.  On  divifera 
enfuite  cette  formule  par  le  nombre  b,  fui- 
vant  les  réglés  ordinaires  de  la  divifion , & 
ert  obfervant  feulement  de  mettre  à la  place 
convenable  la  virgule  qui  fépare  les  déci- 
males &.  les  entiers.  Voilà  tout  le  procédé, 

/ . \ 

. / i • ' * 


5 26.  . 
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& nous  allons  l’éclaircir  par  quelques 
exemples. 

Soit  donnée  d’abord  la  fra&ion  ^ , la  di- 
vision en  décimales  prendra  cette  forme  : 

2)1,0000000 , 

0,5000000  ’**  } ] 

Nous  voyons  par-là  que  [eft  autant  que 
0,5000000  ou  que  0,5  } & en  effet  cela 
eft  évident , puifque  cette  fraftion  décimale 
indique  ~ , qui  équivalent  à f . 

527.  V’- 

Que  j foit  la  fra&ion  donrée,  on  aura 

3)  t, 00  00000 , 

°»3  333333  3' 

Cela  fait  voir  que  la  fraélion  décimale  , 
dont  la  valeur  = y , ne  peut , à la  rigueur , 
être  difcontinuée  nulle  part , & quelle  va 
à l’infini  en  confervant  toujours  le  nombre 
3.  Auffi  avons-nous  trouvé  plus  haut  que 
les  fraftions  — 4-  3-  -1 — 3 — I — 3—  &c.  à 

IO  I 100  | 1000  1 10000  9 ^ 

l’infini , ajoutées  enfemble  font  ÿ. 

Dd  z 
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La  fra&ion  décimale  qui  exprime  la 
valeur  de  , fe  continue  de  même  à l’infini, 
car  on  a 

3) 2,0000000 1 

ijôùôciôôd  3* 

Et  cela  fuit  d’ai  leurs  évidemment  de  ce 
que  nous  ven<  ns  de  dire , parce  que  j-  eft 
le  double  de-, 

' ’ ^:  528.  : 

Si  ^ eft  la  fra&ion  propofée  , on  a 

4) i,oooûooo  , 

0,2  ) COGOO  4* 

Ainfi  ^ eft  autant  que  0,2500000  ou  que 
0,25  i & cela  eft  clair,  puifque^-j-^ 

— 21. i. 

100  4 • 

On  auroit  pareillement  pour  la  fra&ion^ 

4)3,0000000 3 

0,7  5 00000  4 * 

Ainfi  2 = 0,7  5 j & en  effet  — 4-  -5-  = IL 

4 / ' ÎO  I IOO  ICO 

3 

4 * 

La  fraftion  I fe  change  en  fra&ion  déci- 
çimale , en  faifant 
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4)5,0000000 T 

IjIJOOOOO  4* 


Or  » + £=*• 


529. 


On  trouvera  de  la  même  maniéré  ^ 

==OtZ  ; - — 0,4  j 0,6  iy  = 0,8  j j = 1 j 

- = 1,1  , &C. 

5 

Quand  le  dénominateur  eft  6 , on  trouve 
0,1666666  &c.  ce  qui  ell  autant  que 
0,666666 — 0,5.  Or  o ,666666=: j & 0,5 
= ^-,  donc  en  effet  0,1 666666— ^ — 

On  trouve  aufli  |=o,j  33  333  &rc.=  ^-  ^ 
mais  | devient  0,5000000=  Enfuite  | 
=°»8 5Î3  3 3 =°»3  33  333  +°>5  > c’eft-à" 


53a 

Lorfque  le  dénominateur  eft  7 , les  frac- 
tions décimales  deviennent  plus  compli- 


quées. Parexemp.  on  trouve  ^=0,1 4 18  5 7 
&c.  cependant  il  faut  remarquer  que  ces 
fix  chiffres  142857  reviennent  conftam- 

' Dd  3 

V. 
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ment.  Pour  fe  convaincre  donc  que  cette 
fraftion  décimale  exprime  précifément  la 
valeur  de  , on  peut  la  transformer  en  une 
progre/Tion  géométrique  , dont  le  premier 
terme  foit  = — — , & Pexpofant= — l- — ; 

I OOOOOO  7 i 1 oooooo 7 


& par  conféquent  la  fomme  = 


>4*8 Î7 

1 OOOOOO 


( en  multipliant  les  deux  termes  par 
1000000)  = --.  , 

7 


531* 

On  peut  prouver  encore  d’une  maniéré 
plus  facile , que  la  fraftion  décimale  trou- 
vée fait  exa&ement l-  -,  car  pofant  pour  fa 
valeur  la  lettre  f,  on  a 

/=o, 141857141857142857  &c. 
io/=i,  42857142857142857  &c. 
ioo/=i4,  2857142857142857  &c. 
10007=142,  857141857142857  &c. 
100007=1428,  57142857142857  &c. 
1000007=14185,  7141857141857  &c. 
10000007=142857,  142857142857  &c. 
Souftrayez7=  O,  141857142857  &p. 

9999997=142857. 


«/ 
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Et  divifant  par  999999  , vous  aurez  f 

= = Donc  la  fraéKon  décimale , 

999999  7 7 

qu’on  avoit  fait  =/,  eft  = 

5 32* 

On  transformera  de  la  même  maniéré 
| en  une  fraéKon  décimale , qui  fera 
0,28571428  &c.  & cela  nous  conduit  à 
trouver  plus  facilement  la  valeur  de  la 
fraéKon  décimale  que  nous  venons  de  fup- 
pofer  =/,•  parce  que  0,28571428  , &c. 
doit  être  le  double  de  celle-là , & par  con- 
féquent  — if.  Car  nous  avons  eu 

ioo/==i4, 28571428571  &c. 

- ainfi  en  fouf- 

trayant  2/=  0,28571428571  &c. 

il  refte  987=141 
donc 

On  trouve  aufïï  1=0,428  571 428 57  &:c. 
ce  qui , après  notre  fuppofition , doit  être 
= 3 f;  or  nous  avons  trouvé 

i io/=i, 42857142857,  &c. 

ainfi  en  fouf- 

trayant  3/=o,4 28  57 142857  , &c. 

nous  avons  7 /=i,  donc  /== 
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Ainfi  quand  une  fra&ion  propofée  a le 
dénominateur  7 , la  fra&ion  décimale  eft 
infinie , Ôc  6 chiffres  y font  continuellement 
répétés.  La  rail'on  en  eft  , comme  il  eft 
facile  de  s’en  appercevoir , qu’en  continuant 
la  divifion  il  faut  qu’on  revienne  tôt  ou  tard 
à un  réfidu  qu’011  aura  déjà  eu.  Or  il  ne 
peut  refter  dam  cette  divifion  que  6 nom- 
bres différens , favoir  1,  i , 3 , 4 , 5,6} 
ainfi , après  la  fixieme  divifion  au  plus  tard , 
il  faut  que  les  mêmes  chiffres  reviennent  ; 
mais  lorfque  le  dénominateur  eft  de  nature 
à faire  parvenir  à une  divifion  fans  refte  , 
ces  cas-là  ne  peuvent  avoir  lieu. 

534- 

Suppofons  à préfent  que  8 foit  le  déno- 
minateur de  la  fraftion  propofée  , on  trou- 
vera les  fra&ions  décimales  qui  fuivent  : 

« — — * 2 5 » s — 5°  » s 5 » 
500;  1=0,615  j §=0,7505 
|=o,87î  , &c. 
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53  5- 

Si  le  dénominateur  eft  9 , on  a 
i=o,i  11  &c.l=o,2  2 2&:c.  1=0,3  3 3 &c. 

Si  le  dénominateur  eft  10,  on  a 
— =0,100 ; —=0,100  ; —=0,2.  Celaeft 

IO  7 7 IO  7 7 IO  7 J 

clair  par  la  nature  de  la  chofe  , de  même 

que^=°>01  * que£=°»37i 
= 0,2*6*  que  ,-^5  = 0, 0024,  &c. 

536. 

Que  1 1 foit  le  dénominateur  de  la  frac- 
tion propofée , on  aura  ^ = 0,0909090  , 
&c.  Or  fuppofons  qu’on  veuille  trouver  la 
valeur  de  cette  fraftion  décimale , & nom- 
mons-la  /,  nous  aurons  /=  0,090909,  & 
io/=oo, 909090  3 de  plus  ,1007=9,09090. 
Si  donc  nous  fouftrayons  de  ceci  la  valeur 
de  /,  nous  aurons  997=9  , & par  confé- 
quent /=  ^ = Nous  aurons  aufli 

i=o,i  81818 , &c.  ^ =0,272727,  &c.~ 
= 0,545454, &c. 
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537- 

Il  efl  donc  un  grand  nombre  de  fraéHons 
décimales , où  un  , deux  ou  plufieurs 
chiffres  reviennent  conftamment , & qui 
continuent  de  cette  maniéré  jufqu’à  l’infini. 
De  telles  frayions  font  affez  remarquables, 
& nous  allons  faire  voir  comment  on  peut 
trouver  aifément  leurs  valeurs  (*). 


(*)  Ces  (radions  décimales  périodiques  fourniffent 
matière  à plufieurs  recherches  intéreffantes  ; j'avois  com- 
mencé à m’en  occuper , même  avant  que  d’avoir  vu  cet:e 
j4lgetre , & j'aurois  peut-être  continué  , fi  je  n’attendoit 
aulfi  l'occafion  de  voir  un  Mémoire  inféré  dans  les  Tran- 
faflions  philofoph'tquts  pour  1769  , & intitulé  of  the  Theory 
of  circuUtïng  Frottions.  Je  me  contenterai  de  rapporter  ici 
kraifonnement  par  lequel  j’avois  commencé. 

N 

Soit  — une  fradion  réelle  quelconque  irrédudible  à de 


moindres  termes  ; on  demande  jufqu’à  combien  de  chiffres 
il  faudra  la  réduire  en  décimales , avant  que  les  mêmes 
termes  ou  chiffres  reviennent.  Je  fuppofe  que  10 N foit 
plus  grand  que  D ; fi  cela  n’étoit  pas  , mais  que  1 00  N 
ou  looo  N feulement  fut  > D,  il  faudrait  commencer 

. r 10  N 100  N B . . . . 

par  voir  ü ou  — — &c.  fe  réduit  a de  moindres 


termes , ou  à une  fradion 


Nf 

D‘ 
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Suppofons  d’abord  qu’un  feul  chiffre  foit 
toujours  répété , & indiquons-le  par  a , de 
forte  que  f^^o^aaaaaa.  Nous  %vons 
10  f—  a,aaaaaaa  , 

& fouftrayant  f = o,aaaaaaa 


nous 


aurons  9/=  a;  donc/=-. 


0 

Cela  pofé  , je  dis  que  la  même  période  ne  peut  re- 
venir que  lorfque  dans  la  divifion  continuelle  qu’on  fait , 
le  même  réfidu  N revient.  Suppofons  que  jufqu’alors  on 
ait  ajouté  / zéros,  & que  Q foit  le  nombre  du  quotient 
en  entier , & abftraâion  faite  de  la  virgule , on  aura 
N * 10/  êV  N 

— 2) ; donc  — x(  ioT- 1 ).  Or  Q devant 

ctre  un  nombre  entier , il  s’agit  de  déterminer  pour  / 

N 

le  plus  petit  nombre  entier , te!  que  — x ( tof  - i ) , ou 
feulement  que  —jÿ — - foit  un  nombre  entier. 


Ce  problème  demande  qu’on  diftingue  diffère  ns  cas  ■" 
le  premier  eft  celui  ou  D eft  un  divifeur  de  io,  ou  de 
iOd  ou  de  1000 , & c.  ; & il  eft  clair  que  dans  ce  cas  au- 
cune fraftion  périodique  ne  peut  avoir  lieu.  Nous  pren- 
drons pour  le  fécond  cas  celui  où  D eft  un  nombre 
impair,  & qui  ne  foit  pas  un  faéfeur  d’une  puiflance  de 
10;  dans  ce  cas  la  valeur  de  / peut  aller  jufqu’à  D- 1 , 
mais  fouvent  elle  eft  moindre.  Un  troifieme  cas  enfin 
eft  celui  où  D eft  pair  , & où  par  conféquent,  fans  être 
un  fufleur  d’une  puiflance  de  10,  il  a cependant  un 


\ 
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Lorfque  deux  chiffres  font  répétés , 
comme  a b , on  a f—  o ,abababa.  Donc  1 00  f 
=ab,ababab  ,•  & lî  on  en  fouftrait /,  il  refte 
yyf=ab;  par  conféquent /=^. 

Lorfque  trois  chiffres , comme  a b c , le 
trouvent  répétés , on  a f—a,abcabcabc  ; par 
conféquent  1 000  J==abc,abcabc  ,•  & en  fouf- 
trayant  /,  il  refte  999  f=abc;  donc/ 
= — , & ainfi  de  fuite. 

538- 

Toutes  les  fois  donc  qu’une  fra&ion  dé- 
cimale de  cette  efpece  le  préfente  , il  eft 
facile  d’en  trouver  la  valeur.  Soit  donnée , 
par  exemple,  celle-ci,  0,196195,  fa  va- 
leur fera  ^ > en  divifant  les  deux 

termes  par  37. 

commun  divifeur  avec  une  de  ces  puiffances.  Ce  commun 
divifeur  ne  peut  être  qu'un  nombre  de  la  forme  ic  ; fi 

donc  “7  = <f,  je  dis  que  les  périodes  feront  les  mêmes 
N 

que  pour  la  fraélion  — , mais  quelles  ne  commenceront 

qu'au  chiffre  défi^né  par  c.  Ainfi  ce  cas  revient  au  fécond 
cas,  & il  eft  évident  au  refte  que  c’eft  celui-ci  qui  fait 
l’eftentiel  de  cette  théorie. 
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Cette  fra&ion  doit  redonner  la  fra&ion 
décimale  propofée  ; & on  peut  fe  convain- 
cre facilement  que  ce  réfultat  a lieu  en 
effet , en  divifant  8 par  9 , & après  cela  le 
quotient  par  3 , parce  que  17=3.9.  On  a 
9)8,0000000 
3)o,8«8«888 
0,1962961  &c. 

ce  qui  eft  la  fra&ion  décimale  propofée.  ’ 

539-  . , 

Donnons  encore  un  exemple  aflez  cu- 
rieux , en  changeant  en  ffaétion  décimale 
la  fraftion  , ce  qui  fe  fait  de 

la  maniéré  qu’on  va  voir  : 

1)1  >00000000000000  • 

3 )o,  5 0000000000000 

4)0,1  66666666ô66oô 

5 )o,Q4 1 66666666666 

6) 0,00833  nm  w 33 

7) 0,001  j8s8ft88888s 

8) 0,00019841  169^41 
1 — - ■ 

9) 0,0000 1480 1 38730 

« 0)0,00000275373  <92 •' 


0,00000027  5 3 73  «9. 
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.CHAPITRE  XIII. 

Des  Calculs  (T intérêts  (*). 

540. 


Os  a coutume  d’exprimer  les  intérêts 
d’un  capital  en  pourcents , en  difant  combien 
on  paye  annuellement  d’intérêt  de  la  fomme 
de  1 00.  Il  eft  aflez  ordinaire  qu’on  place 
Ton  capital  à 5 pour  cent , c’eft-à-dire, 

(*)  La  théorie  du  calcul  de  l'intérêt  doit  ("es  premiers 
progrès  à Leibr.itÇ)  qui  en  donna  les  principaux  élémens 
dans  les  Atla  Eruditorum  de  Leipfig  pour  1683.  Elle  a 
fourni  matière  enfuite  à plufieurs  diifertations  détachées 
très-intéreflantes  ; ceux  qui  l’ont  le  plus  avancée  , font 
les  Mathématiciens  qui  ont  travaillé  fur  l'Arithmétique 
politique , dans  laquelle  on  combine  d'une  maniéré  véri- 
tablement utile  le  calcul  des  probabilités , le  calcul  da 
l’intérêt  & les  données  que  fbumrffent  depuis  environ 
un  (îecle  les  regiftres  mortuaires.  De  bons  élémens  d'Arit’.- 
métique  politique  nous  manquent  encore , quoique  cette 
branche  des  Mathématiques  , ajtli  belle  qu’étendue  , ait 
été  fort  cultivée  en  Angleterre , en  France  6c  en  Hol- 
lande. 
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de  maniéré  qu’on  tire  5 écus  d’intérêt  d’un 
capital  de  1 00  écus.  Ainfi  rien  de  plus  facile 
que  de  calculer  les  intérêts  d’un  capital 
quelconque  : on  n’a  qu’à  dire  , fuivant  la 
réglé  de  trois  : 

100  donnent  3 ; que  donne  le  capital 
propofé  i Soit , par  exemple  , le  capital 
860  écus  , on  trouve  fon  intérêt  annuel , en 
difant  : 

1 • 

100:5—860  à....  Rép.  43  écus. 

5 : 

100)4300 

■»  * 

43* 

• . .,v:  . 541* 

• Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à ces  calculs 
de  l’intérêt  {impie , afin  de  palier  auffi-tôt 
au  calcul  de  l 'intérêt  fur  intérêt.  On  de- 
mande principalement  dans  ce  calcul  , à 
quelle  fomme  monte  un  capital  donné  après 
un  certain  nombre  d’années , fi  on  joint 
annuellement  l’intérêt  au  capital , & que  de 
cette  maniéré  on  augmente  continuellement 


dAloebre»  335 

pour  cent , & qu  on  joigne  chaque  année 
1 intérêt  au  capital.  Comme  ce  calcul  ne 
tarde  pas  à conduire  à des  fraftions,  nous 
nous  fervirons  des  fra&ions décimales,  mais 
Tans  les  pouffer  plus  loin  que  jufqu’aux 
millienies  parties  d’un  écu  , vu  que  des 
parties  plus  petites  n’entrent  pas  ici  en 
confidération. 

Le  capital  donne  de  1000  éeus  vaudra 
apres  i an  * — — iojo  écus 

, 5 

apres  î ans— 1102*$ 

. 55, 

apres  3 ans—  1^7,625 

après  4 ans — 1.215,506 

60,77$  > 

après  5 ans 1x76,281  &c. 

5 44- 

On  peut  continuer  de  la  même  maniéré 
pour  autant  d’années  qu’on  voudra  ; mais 
lorfque  le  nombre  des  années  eft  fort  grand , 
le  calcul  devient  long  & ennuyeux  -,  voici 
Comment  on  peut  Labréger  : 

Tome  /.  E e 
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tant  que  •■—.  Que  fi  les  intérêts  fe  comp- 
toient  à 6 pour  cent , le  capital  a monte- 
roit  à . a au  bout  d’un  an  * à . a 

au  bout  de  deux  ans  i & à *,a  au 
bout  de  n années. 

Mais  fi  les  intérêts  ne  font  que  de  4 pour 
cent , lé  capital  a ne  vaudra  que  . & 
après  n ans. 

546. 

Or  il  eft  aifé , lorfque  le  capital  a , ainfi 
que  le  nombre  des  années , eft  donné , de 
réfoudre  ces  formules  par  les  logarithmes. 
Car  s’il  eft  queftion  de  celle  que  nous  avons 
trouvée  dans  la  première  fuppofition  , on 
prendra  le  logarithme  de  qui  eft 

=1°g-(iQ',+  loê-  a ; parce  que  la  for- 
mule en  queftion  eft  le  produit  de 
& de  a.  Et  comme^'eft  une  puiflance, 
on  aura  L.  = Ainfi  le  loga- 

rithme du  capital  cherché  eft=/i.L. ^ 

E e x 
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-}-  L.  a.  De  plus  le  logarithme  de  la  frac- 
tion ^=L.  11 — L.  20. 

• 547; 

Soit  à préfent  le  capital  = 1000  écus  , 
& qu’on  demande  de  combien  il  fera  au 
bout  de  100  ans , en  comptant  les  intérêts 
à 5 pour  cent? 

Nous  avons  ici  n=ioo.  Le  logarithme 
du  capital  cherché  fera  par  confëquent 
= ioo  L.~-j-L.  iooo,  & voici  comment 

on  évalue  cette  quantité  : 

L.  îi  =1,3122193 
fouftrayant  L.  20  = 1 , 3 o 1 o 3 00 

L.  ^ = 0,0211893 
multipliant  par  100 

100 L.  ^ =2,1189300 
ajoutant  L.  1000=3,0000000 

logarithme  du  =5,1189300 
capital  cherché. 

On  voit  par  la  caraftériftique  de  ce  lo- 
garithme , que  le  capital,  cherché  fera  un 
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nombre  de  fîx  chiffres , & en  effet  ce  ca- 
pital fe  trouve  =131501  écus. 

548. 

Un  capital  de  3452  livres  à 6 pour  cent , 
de  combien  fera-t-il  après  6 4 ans  ? 

Nous  avons  ici  0=3452  , & « = 64. 
Donc  le  logarithme  du  capital  cherché 
=64 L.  ^-|-L.  345  2 , ce  qu’on  calcule  de 
cette  maniéré  : 

k 53  = I>7M*7$9 
• fouftrayant  L.  50=  1 ,6989700 

L-  7^  — °>OI53Q59 
multipl. par 64:64 L.  g =1,6195776 
L.  3452  = 3,5380708 
5,1576484. 

Et  en  prenant  le  nombre  de  ce  loga- 
rithme , on  trouve  le  capital  cherché  égal 
à 143763  livres. 

549- 

Quand  le  nombre  des  années  eft  fort 
grand,  comme  il  s’agit  de  multiplier  ce 

Ee  3 
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nombre  par  le  logarithme  «Tune  fra&ion, 
il  pourroit  provenir  une  affez.  grande  erreur 
de  ce  que  les  logarithmes  ne  fe  trouvent 
calculés  dans  les  tables  que  jufqu’à  7 chiffres 
de  décimales.  C’eff  pourquoi  il  faudra  em- 
ployer des  logarithmes  pouffés  à un  plus 
grand  nombre  de  figures , comme  on  l’a 
fait  dans  l’exemple  fuivant  : 

Un  capital  d’un  écu  reftant  placé  à 5 
pour  cent  pendant  5 00  ans  , & les  intérêts 
s’y  joignant  annuellement , on  demande  à 
quelle  fomme  fe  montera  ce  capital  après 
les  500  années  ? 

On  a ici  <2=1  & 77=500;  par  confé- 
quent  le  logarithme  du  capital  cherché  eff 
égal  à 500  L.  ^ -}-L.  1 , ce  qui  produit 
ce  calcul  : 

L.n  = 1,312119294733919 
fouftrayant  L.  20=  1,301019995663981 

L.  ^ = 0,021189299069938 
mult.  par  500  on  a 10,5946495  34969000 
Voilà  donc  le  logarithme  du  capital 
cherché , lequel  fera  par  conféquent  égal  à 
39323100000  écus. 
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5 50. 

Si  on  ne  fe  contentoit  pas  de  joindre 
annuellement  l’intérêt  au  capital , & qu’on 
voulût  encore  l’augmenter  tous  les  ans 
d’une  nouvelle  fomme=^ , le  capital  actuel 
que  nous  nommerons  a,  s’accroîtroit  chaque 
année  de  la  maniéré  qu’on  verra  : 
après  1 an  ^ 

après  i ans(g)'«+si+i» 

après  j «»  CD’ •+©**+ = * + *» 

après  4 ans  (~)  a + (ü)  ^ ^ 

+ ©*  + *. 

après  n m (£'*+  *+  CO*"4 

+•••••••  ïï  b +t. 

Ce  capital  confifte , comme  on  voit , en 
deux  parties  , dont  la  première  = a * 
& dont  l’autre  prife  à rebours  forme  la  férié 

*+=*+GQ'i+C=)'*+-~  GO*"*- 

Cette  fuite  eft  évidemment  une  progrdîlon 
géométrique , dont  l’expofant  efl;  égal  à 

Ee  4 
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Nous  en  chercherons  donc  la  Tomme , en 
multipliant  d’abord  le  derpier  terme 
par  l’expofant  ^ ; nous  aurons  (^)n£.  SouT- 
trayant  enfuite  le  premier  terme  b , il  refie 
— b;  & divifant  enfin  par  l’expofant 
moins  1 , c’efl-à-dire  par  L , nous  trouve- 
rons la  Tomme  cherchée=  zo 

donc  le  capital  cherché  efl , 

(s)**— lo4=  G0”-(‘1+  loi)  — loi. 
551- 

Le  développement  de  cette  formule  exige 
qu’on  calcule  TépaVément  Ton  premier  terme 
g)"  . (a-f~  2°^)  > ce  qui  foi1  en  prenant. 
. Ton  logarithme , qui  efl  nL.  ^ + L.  (a+iob)  ; 
car  le  nombre  qui  répond  à ce  logarithme 
dans  les  tables , Tera  la  valeur  de  ce  pre- 
mier terme.  Si  l’on  Touflrait  enTuite  10b 
de  cette  quantité,  on  connoît  le  capital 
cherché. 
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Queflion.  Quelqu’un  a un  capital  de  i ooo 
écus  placé  à cinq  pour  cent,  il  y ajoute 
annuellement  i oo  écus  outre  les  intérêts , 
on  demande  la  valeur  de  ce  capital  au  bout 
de  vingt-cinq  ans  ? 

Nous  avons  ici  a = tooo  ; Æ=ioo  j n 
5=2  5 ; voici  donc  le  plan  de  l’opération  : 

L.  ^=0,021  189299. 
Multipliant  par  25  on  a 

ML-^=<Mi973M7îo 

L.(a+2o£)=3,477izi3I3  j 

=4,0068  $3788  5. 

Ainfi  la  première  partie  , ou  le  nombre 
qui  répond  à ce  logarithme,  eft  10159,1 
écus,  & fi  on  en  fouftrait  20 b=  1000  , 
on  trouve  que  le  capital  en  queftion  vau- 
dra , après  vingt-cinq  ans , 81 59,1  écus. 

5 53- 

Puis  donc  que  ce  capital  de  1000  écus 
va  toujours  en  augmentant , & qu’apès 
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vingt-cinq  ans  il  fe  monte  à 8159  ^écus, 
on  peut  faire  la  queftion , en  combien  d’an- 
nées il  montera  jufqu’à  1000000  écus. 

Soit  n ce  nombre  d’années , & puifque 
a=  1 000 , b = 1 00 , le  capital  fera  au  bout 
de  n ans  : 


GO"  (3°°°) — 1000 , fomme  qui  doit  faire 
1 000000  d’écus  ; de  là  réfulte  donc  cette 
égalité  ou  équation  : 

3 000  Q)  " — 2000=1 000000. 
Ajoutant  des  deux  côtés  2000  , on  a 
3000  (”)  " = 1 00 1000. 

Divifant  de  part  & d’autre  par  3000  , il 
vient  (-j  =334- 

Prenant  les  logarithmes , on  a n L ^ 

= L.  3 3 4 ; & divifant  par  L.  ~0 , on  ob- 

hJli  » 

tient  n = L li.  Or  L.  3 34  = 2, 5 237465  , 


& L.  ^ = 0,02 1 1 89 3 ; donc  n = 

Et  fi  l’on  multiplie  enfin  les  deux  termes 
de  cette  fra&ion  par  10000000,  on  aura 

n==^iil$9}~)  ce  qui  fait  cent  dix-neuf  ans 
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un  mois  lèpt  jours , & c’eft-là  le  temps  après 
lequel  le  capital  de  i ooo  écus  le  fera  accru 
jufqu’à  1000000  d’écus. 

5 54- 

Mais  fi  on  fuppofoit  que  quelqu’un,  au 
lieu  d’augmenter  annuellement  fon  capital 
d’une  certaine  fomme  fixe  , le  diminuât  en 
employant , chaque  année  , une  certaine 
fomme  poyr  Ion  entretien , on  auroit  les 
gradations  fuivantes  pour  les  valeurs  de  ce 
capital  a , année  par  année  , en  le  fuppofant 
placé  à 5 pour  cent , & en  entendant  par 
b la  fomme  qu’on  en  ôte  annuellement  : 

après  1 an  , ^ a — b , 

après  z ans,  a— £ b— b, 

après  3 ans,  (£)}  a—  g)1*  — %b  — bi 

\ /ai\«  1 /21  \n-z  / 

apres  n ans,  {-)  *—{-)  b—^-)  b 

-©*-*■ 

5 5 5- 

Ce  capital  confifte  donc  en  deux  parties , 
l’une  eft  , & l’autre  qui  doir  en  être 
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fouftraite  forme  , en  prenant  les  termes' 
en  rétrogradant  , la  progreflion  géomé- 
trique fuivante  : 

*+ (=)  t+(Mp+ (£)’  *+-•(=)"*• 

Nous  avons  déjà  trouvé  ci-deflus  la  fomme 
de  cette  progreflion  = 20  (^)"  b — 20 b ; 
fi  donc  on  fouftrait  cette  quantité  de  Q£)*  a, 
on  aura  le  capital  cherché , après  n ans , 
= (s)*  («  — ioi)  + io i. 

556. 

On  auroit  pu  tirer  auflt  cette  formule 
immédiatement  de  la  précédente.  Car  de 
même  qu’on  ajoutoit,  dans  la  fuppofition 
précédente  , annuellement  la  fomme  b , on 
ôte  à préfent  chaque  année  la  même 
fomme  b.  On  n’a  donc  qu’à  mettre  dans  la 
formule  précédente , par-tout  — b à la  place 
de  -f-  b.  11  faut  remarquer  principalement 
ici  que,  fi  10b  efl:  plus  grand  que  a,  la 
première  partie  devient  négative , & par 
çonféquent  que  le  capital  va  toujours  en 
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diminuant.  Cela  le  comprend  aifément , car 
fi  on  ôte  plus  du  capital  annuellement  qu’il 
ne  s’y  joint  d’argent  en  intérêts  , il  eft  clair 
que  ce  capital  doit  devenir  continuellement 
plus  petit , & qu’à  la  fin  il  doit  même  Ce 
réduire  abfolument  à rien.  C’eft  ce  que  nous 
allons  éclaircir  par  un  exemple. 

5 57- 

Quejîion . Quelqu’un  a un  capital  de 
i ooooo  écus  placé  à j pour  cent  ; il  lui  faut 
chaque  année  6000  écus  pour  fon  entre- 
tien i cela  fait  plus  que  les  intérêts  de  fon 
argent,  Iefquels  ne  fe  montent  qu’à  5000 
écus  ; par  conféquent  le  capital  ira  toujours 
en  diminuant.  On  demande  en  combien 
de  temps  il  s’évanouira  tout-à-fait,  Suppo- 
sons ce  nombre  d’années  = n , & puifque 
a=  1 ooooo  &£  = 6000,  nous favons  que 
après  n ans  la  valeur  du  capital  fera  =s 

— zoooo  (^)n  -}-  1 10000  , ou  1 20000 

— 20000  (^)n.  Ainfi  le  capital  fe  réduira 
à zéro,  lorfque  20000  Q^)"  fe  montera  à 
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i 200C0  écus  , ou  lorfque  20000  (^)"  éga- 
lera 1 10000.  Divifant  des  deux  côtés  par 
10000,  on  a (^)0=6.  Prenant  les  loga- 


rithmes , on  a n L.  ^ = L.  6.  Divifant  par 
L-  — , il  vient  n — 7~n  — <?,778l^1.î  , ou  n 

— . Donc  n = 3 6 ans  8 mois  2 2 

jours , au  bout  duquel  temps  il  ne  reliera 
plus  rien  du  capital. 

558. 


Il  fera  bon  de  faire  voir  aufli  comment , 
en  partant  des  mêmes  principes , on  peut 
calculer  les  intérêts  pour  des  temps  plus 
courts  que  des  années  entières.  On  fe  fert 
pour  cela  de  la  formule^)”  a trouvée  plus 
haut,  qui  exprime  la  valeur  d’un  capital 
placé  à 5 pour  cent  après  n années  j car  fi 
le  temps  ell  de  moins  d’un  an  , l’expofant 
n devient  une  fraélion  , & le  calcul  fe  fait 
par  les  logarithmes  comme  auparavant.  Si 
on  demandoit , par  exemple  , la  valeur  du 
capital  après  un  jour,  on  feroit/i=^j 
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(î  c’eft  après  deux  jours , n = , & ainlî 

de  fuite. 

5 59- 

Soit  le  capital  a = i ooooo  écus , placé 
à 5 pour  cent , à combien  montera-t-il  en 
huit  jours  de  temps? 

Nous  avons  a=\ ooooo,  = par 

conféquent  le  capital  cherché  = & 

i ooooo.  Le  logarithme  de  cette  quantité 

eft  = L.g)Tr«  -f  L.  i ooooo  = -*■  L.  ü 

4~L.  100000.  Or  L.  ^ = o,ozi  1893, 

multipliant  par  on  a 0,0004644 

ajoutant  L.  1 ocooo  = 5 ,0000000 

■ 1 » » » 
La  fomme  eft  = 5,0004644. 

Le  nombre  de  ce  logarithme  fe  trouve 

= 100107.  Ainfi  dans  les  premiers  huit  jours 

les  intérêts  du  capital  font  déjà  1 07  écus. 

560. 

Dans  cette  matière  fe  préfentent  auffi  les 
queftions  d’eftimer  la  valeur  préfente  d’une 


448  E L É M E rt  S 

Comme  d’argent  qui  ne  feroit  payable  quô 
dans  quelques  années.  On  confidérera  que  , 
puifque  20  écus  en  argent  comptant  mon- 
tent à 2 1 écus  en  douze  mois  , il  faut  que 
réciproquement  2 1 écus  qu’on  ne  pourroit 
toucher  qu’au  bout  d’un  an  , ne  valent 
aftuellement  que  20  écus.  Si  donc  on 
exprime  par  a une  Comme  dont  le  payement 
écherroit  au  bout  d’un  an , la  valeur  pré- 
fente de  cette  fomme  eft  77  a . Ainfi  pour 
trouver  combien  un  capital  a , payable  feu- 
lement au  bout  d’un  certain  temps , vau- 
droit  une  année  plutôt , il  faudra  le  mul- 
tiplier par  77  ; pour  trouver  fa  valeur  deux 
ans  avant  l’échéance  , on  le  multipliera  par 
(7^)*  a i & en  général  fa  valeur , n ans  avant 

l’échéance  , s’exprimera  par  (77)  " a. 

561. 

Suppofons  qu’un  homme  ait  à tirer  pen- 
dant cinq  années  confécutives  une  rente 
annuelle  de  cent  écus  , & qu’il  veuille  la 
céder  pour  de  l’argent  comptant , en  comp- 
tant 
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tant  les  intérêts  à 5 pour  cent , fi  on  de- 
mande combien  il  doit  recevoir , voici 
comment  il  faudra  raifonner  : 

Pour  100  écus  qui  échoient 
après  1 an  il  reçoit  95,239. 

après  2 ans  90,704. 

après  3 ans 86,385. 

après  4 ans 82,172. 

après  5 ans  78>35î* 

fomme  des  5 termes  432,955. 

Ainfi  le  pofleffeur  de  la  rente  ne  peut 
prétendre  en  argent  comptant  que  43  2,95  5 
écus , ou  1 298  livres  1 7 fous  3 | deniers. 

562. 

On  remarquera  que  fi  une  telle  rente 
devoit  durer  un  nombre  d’années  beaucoup 
plus  grand  , le  calcul , de  la  maniéré  que 
nous  l’avons  fait , deviendroit  très-pénible , 
voici  les  moyens  de  le  faciliter  : 

Soit  la  rente  annuelle  = a , commençant 
dès-à-préfent  & durant  n années , elle  vau- 
dra actuellement  : 

Tome  1%  F f 
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•+®«+(=),«+ei),*+s><'— 

+ (n)'o-  ■ ; 

Voilà  une  progrefîion  géométrique  , & 
tout  Te  réduit  à en  trouver  la  femme.  On 
multipliera  donc  le  dernier  terme  par  l’ex- 
pofent , le  produit  eft  fouftrayant 

le  premier  terme,  il  refte  a — a ; 

divifant  enfin  par  l’expofant  moins  i , 
c’eflvà-dire , par  — ou,  ce  qui  revient 
au  même , multipliant  par  — 21  , on  aura  la 
fomme  cherchée  = — 21  lia  > 

ou  bien  , 21a  — 21  ; & ce  fécond 

terme  qu’il  s’agit  de  fouftraire , fe  calcule 
facilement  par  les  logarithmes. 
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SECTION  QUATRIEME. 

Des  Equations  algébriques , & de  la 
réfolution  de  ces  Equations. 


CHAPITRE  PREMIER. 

JDe  la  réfolution  des  Problèmes  en  général. 

563. 

L E but  principal  de  l’Algebre  , ainfi  que 
de  toutes  les  parties  des  Mathématiques , 
eft  de  déterminer  la  valeur  de  quantités 
qui  auparavant  étoient  inconnues.  On  l’at- 
teint en  pefant  avec  attention  les  conditions 
prefcrites , lesquelles  s’expriment  toujours 
par  des  quantités  connues.  C’eft  aufli  pour- 
quoi on  définit  l’Algebre,  la  fcience  qui  en- 
feigne  à déterminer  des  quantités  inconnues 
par  le  moyen  de  quantités  connues. 

Ff  2 
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564. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  s’accorde 
aufli  avec  tout  ce  qui  a été  expofé  jufqu’ici. 
Par-tout  on  a vu  la  connoiffance  de  cer- 
taines quantités  faire  arriver  à celle  d’autres 
quantités  qu’on  pouvoit  auparavant  regar- 
der comme  inconnues. 

L’Addition  en  offroit  d’abord  un  exem- 
ple. Pour  trouver  la  fomme  de  deux  ou  de 
plufteurs  nombres  donnés , il  falloit  cher- 
cher un  nombre  inconnu  qui  fût  égal  à ces 
nombres  connus  pris  enfemble. 

Dans  la  Souftra&ion  on  cherchoit  un 
nombre  qui  fût  égal  à la  différence  de  deux 
nombres  connus. 

Une  multitude  d’autres  exemples  fe  font 
préfentés  dans  la  Multiplication  & dans  la 
Di  vif  on , dans  l’élévation  des  puiffances 
& dans  l’extraélion  des  racines  ; la  queftion 
fe  réduifoit  toujours  à trouver  , par  le 
moyen  de  quantités  connues,  une  autre 
quantité  inconnue  jufqu’alors. 
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Enfin  dans  la  derniere  feftion  nous  avons 
auffi  réfolu  differentes  queftions , où  il 
s’agiffoit  de  déterminer  un  nombre  qui  ne 
pouvoit  être  coriclu  de  la  connoiflance 
d’autres  nombres  donnés  que  fous  de  cer- 
taines conditions. 

* 

Toutes  les  queftions-lè  réduifent  donc 
à trouver  , par  le  (ecours  de  quelques 
nombres  donnés  , un  nouveau  nombre  qui 
ait  avec  ceux-là  une  certaine  connexion  ; 
& cette  connexion  fe  détermine  par  de  cer- 
taines conditions  ou  propriétés  qui  doivent 
convenir  à la  quantité  cherchée. 

5 66.' 

% 

Lorfqu’il  fè  préfente  une  queftion  à ré- 
foudre  , on  indique  par  une  des  dernieres 
lettres  de  l’Alphabet  le  nombre  cherché , 
& on  examine  enfuite  de  quelle  maniéré 
les  conditions  données  peuvent  former  une 
égalité  entre  deux  quantités  -,  cette  égalité 

Ff  j - 
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qui  eft  repréfentée  par  une  efpece  de  for- 
mule qu’on  appelle  équation  , fert  enfuite 
à déterminer  la  valeur  du  nombre  cherché  , 
& par  conféquenr  à réfoudre  la  queftion* 

11  arrive  quelquefois  qu’on  cherche  plu-  . 
heurs  nombres  ; on  les  trouve  pareillement 
par  des  équations. 

, I;  567. 

I 

, Expliquons-nous  mieux  par  un  exemple , 

& fuppofons  la  queffion  ou  le  problème  qui 
fuit  : /"  • 

Vingt  perfonnes , hommes  & femmes , 
mangent  dans  une  auberge  \ i’écot  d’un 
homme  eft  8 fous , celui  d’une  femme  eft 
7-  fous  ; & la  dépenfe  totale  (e  monte  à 7 liv. 

5 fous:  on  demandé  le  nombre#des  hommes 

6 celui  des  femmes  ? 

On  luppofera , pour  réfoudre  cette  quef 
tion , que  le  nombre  des  hommes  foit  r=  x , 

& regardant  maintenant  ce  nombre  comme 
connu  , on  procédera  de  la  même  ma- 
niéré que  h on  vouloif  faire  la  preuve  & 
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voir  fi  ce  nombre  fatisfait  à la  queftion. 
Or  le  nombre  des  hommes  étant  =^x , &: 
les  hommes  & les  femmes  fuifant  enfemble 
vingt  perfonnes , il  eft  facile  de  déter- 
miner le  nombre  des  femmes , on  n’a  qu’à 
fbuftraire  de  20  celui  des  hommes , c’eft- 
à-dire  que  le  nombre  des  femmes  =20 
— x. 

Mais  un  homme  déjjenfe  8 fous , donc 
x hommes  dépenfent  8x  fous. 

Et  puifqu’une  femme  dépenfe  7 fous , 
20 — x femmes  auront  dépenfé  140 — 7 x 
fous. 

Ainfi  ajoutant  enfemble  8x  & 1 40 — yx , 
on  voit  que  toutes  les  20  perfonnes  auront 
dépenfé  140-f-* fous.  Or  on  fait  d’avance 
combien  elles  ont  dépenfé  , favoir  7 liv. 
5 fous , ou  145  fous  ; il  faut  donc  qu’il  y 
ait  égalité  entre  > 40-j-x  & 1 4 f , c’eft-à-dire 
qu’on  ait  l’équation  145  , & de 

là  on  tire  facilement  x=j. 

Donc  l’écot  étoit  de  ) hommes  & de 
1 5 femmes. 

Ff  4 
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568.  ' 

Autre  quejlion  de  la  même  efpece. 

Vingt  perfonnes,  hommes  & femmes, 
fe  trouvent  dans  une  auberge  ; les  hommes 
dépenfent  24  florins,  & les  femmes  autant, 

6 il  fe  trouve  qu’un  homme  a dépenfé 
1 florin  de  plus  qu’une  femme  ; on  demande 
combien  il  y avoit  d’hommes  & combien 
de  femmes  ? 

Soit  le  nombre  des  hommes  — x, 
celui  des  femmes  fera  =20  — x. 

Or  ces  x hommes  ayant  dépenfé  14 
florins,  l’écot  de  chaque  homme  eft  de 

7 florins. 

De  plus  les  20 — x femmes  ayant  auffi 
dépenfé  24  florins , l’écot  de  chaque  femme 
eft  —,  florins.  ’ • 

Mais  on  fait  que  cet  écot  d’une  femme 
eft  d’un  florin  plus  petit  que  celui  d’un 
homme  ; fi  donc  on  louftrait  1 de  l’écot 
d’un  homme  , il  faut  qu’on  obtienne  celui 
d’une  femme  , & par  conféquent  que  7 
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— i=ïlrï*  Voilà  donc  l’équation  de  la- 
quelle il  s’agit  de  tirer  la  valeur  de  x ; on 
ne  trouve  pas  cette  valeur  avec  la  même 
facilité  que  dans  la  queftion  précédente  ; 
mais  on  verra  dans  la  fuite  que  x=8  , & 
cette  valeur  fatisfait  en  effet  à l’équation } 
car  ^ renferme  l’égalité  1 = 2. 

569. 

» 

On  voit  bien  à quel  point  il  eft  effentiel , 
dans  tous  les  problèmes,  de  pefer  avec 
attention  toutes  les  circonftances  de  la 
queftion  , afin  d’en  déduire  une  équation  , 
en  exprimant  par  des  lettres  les  nombres 
cherchés  ou  inconnus.  Tout  l’art  confifte 
enfuite  à réfoudre  ces  équations  pour  en 
tirer  les  valeurs  des  nombres  inconnus , & 
c’eft  de  quoi  nous  nous  occuperons  dans 
cette  fe&ion. 

, 57°- 

Nous  avons  à remarquer  d’abord  une 
diverfité  qui  réfide  dans  les  queftions  elles- 
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mêmes.  Dans  quelques-unes  on  ne  cherche 
qu’une  feule  quantité  inconnue , dans  d’au- 
tres on  en  cherche  deux  ou  plufieurs  ; & il 
faut  obferver  dans  ce  dernier  cas  qu’il  faut, 
pour  les  déterminer  toutes  , pouvoir  dé- 
duire des  circonftances  ou  des  conditions 
du  problème  , autant  d’équations  qu’il  y a 
d’inconnues. 

. . ■'  571-  ’ 

» 

On  a déjà  pu  s’appercevoir  qu’une  équa- 
tion confiée  en  deux  membres  qu’on  fépare 
par  le  figne  d’égalité  , =,  pour  indiquer 
que  ces  deux  quantités  font  égales  l’une  à 
l’autre.  On;eft  obligé  fouvent  de  faire  fubir 
bien  des  transformations  à ces  deux  mem- 
bres , afin  d’en  déduire  la  valeur  de  la 
quantité  inconnue  ; mais  ces  transforma- 
tions cependant  doivent  toutes  fe  fonder 
fur  ce  que  deux  quantités  égales  relient 
égales , foit  qu’on  leur  ajoute  ou  qu’on  en 
retranche  des  quantités  égales  , foit  qu’on 
les  multiplie  ou  qu’on  les  divife  par  un  même 


Digitized  by  Google 


D*  A L G E B R E. 
nombre  , foit  qu’on  les  éleve  toutes  deux 
à la  même  puiflance  , ou  qu’on  en  extraie 
les  racines  d’un  même  degré , Toit  enfin  que 
l’on  prenne  les  logarithmes  de  ces  quan- 
tités , comme  nous  l’avons  déjà  pratiqué 
dans  la  feéKon  précédente. 

572. 

Les  équations  qu’on  réfout  le  plus  faci- 
lement , font  celles  où  l’inconnue  ne  pafle 
pas  la  première  puiflance  après  qu’on  a mis 
les  termes  de  l’équation  en  ordre  , &:  on 
les  appelle  équations  du  premier  degré.  Mais 
lorfqu’ayant  réduit  & ordonné  une  équa- 
tion , on  y rencontre  le  quarré  ou  la 
fécondé  puiflance  de  l’inconaue  , on  a une 
équation  du  fécond  degré  , qui  efl:  déjà  plus 

difficile  à réfoudre.  Enfuite  viennent  les 

' \ 

équations  du  troifieme  degré , qui  renferment 
le  cube  de  l’inconnue , & ainfi  de  fuite. 
Nous  traiterons  de  toute$  dans  cette  feéHon. 


4^o 
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CHAPITRE  II. 

De  la  réfolution  des  Equations  du  premier 
degré. 

573- 

Lorsque  le  nombre  cherché  ou  inconnu 
eft  indiqué  par  la  lettre  x , & que  l’équa- 
tion qu’on  a obtenue  eft  telle  que  l’un  de 
Tes  membres  renferme  Simplement  cet  x , 8c 
l’autre  purement  un  nombre  connu,  comme, 
par  exemple,  x=ij  , la  valeur  cherchée 
de  x eft  toute  trouvée.  C’eft  donc  à parvenir 
à une  telle  forme  qu’il  faut  toujours  faire 
Ses  efforts  , quelque  compliquée  que  foit 
l’équation  qu’on  a trouvée  d’abord.  Nous 
donnerons  dans  la  fuite  les  réglés  qui  ren- 
dent ces  réduétions  plus  faciles. 

» ' 

514- 

Commençons  par  les  cas  les  plus  (impies , 
& fuppofons  d’abord  qu’on  foit  parvenu  à 
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l’équation  *4-9=16  , on  voit  fur  le  champ 
que  =7.  Et  en  général  fi  on  a trouvé 
x-\-a=b  y où  a & b lignifient  des  nombres 
quelconques , mais  connus , on  n’a  qu’à 
fouftraire  a de  l’un  & de  l’autre  membre , 
& on  obtient  l’équation  x=J> — a , qui 
indique  la  valeur  de  x. 

57  5- 

Si  l’équation  trouvée  eft  x — a=.b , on 
ajoutera  des  deux  côtés  a , & on  aura  la 
valeur  cherchée  de  x 

On  procédera  de  même  , fi  la  première 
équation  a cette  forme  , .x — a=aa-\-i  ; 
car  on  aura  fur  le  champ  x=aa-\-a-^~  1 . 

Cette  autre  équation , x — 8=20 — 6a, 
donne  *=20 — 6a^~Sa  , ou  x=io-\-za. 

Et  celle-ci , *-j-6a^=20-j-ja  , donne  x 
= 20-|-3a — 6a,  ou  x—io — 3a. 

576. 

Si  l’équation  primitive  a cette  forme, 
x — a-\-b=.c , on  peut  commencer  par  ajou- 
ter de  part  & d’autre  a , on  aura  *+&=c+a; 
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& en  fouftrayant  enfuite  b des  deux  côtés , 
on  trouvera  x=c-\~a — b.  Mais  on  peut 
aufli  ajouter  d’abord  -f-a — b de  part  & 
d’autre  * on  obtient  par-là  fur  le  champ 
jc=c-j-a — b. 

Ainft  dans  les  exemples  fuivans 
Si  x — ia-j-3^— o , on  a x=ia — 3 b. 

Si  x — }a-\-ib=zi  )-\-a.-\-ib , on  a x—i  j 

+4fl- 

Si  x — 9-^-6a=ij-\-ia , on  a *=34 — 4a. 

577- 

Quand  l’équation  trouvée  a la  forme 
ax=b , on  divife  feulement  les  deux  mem- 
bres par  a , &onax  = ; Mais  fi  l’équa- 
tion eft  de  la  forme  ax-\-b — c=d , il  faudra 
d’abord  faire  difparoître  les  termes  cjbi 
accompagnent  ax , en  ajoutant  de  part  & 
d’autre  — b-\-c  ; & après  cela , en  divifant 
par  a la  nouvelle  équation  ax—d — b-\~c , 

d-i  + c 

on  aura  x—  — — . 

' On  auroit  trouvé  la  même  chofe  en  fouf- 
trayant  -\-b — c de  l’équation  donnée  3 on 
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auroit  eu  pareillement  ax—d — & 
■* — “ c-n  conlequence  de  cela 
Si  *■*'-{-5=17,  on  a ix=i  2 , & x—6. 

Si  3* — 8—7  , on  a 3^=1  j , & a— 5. 

^ 4X — 5 — 3Û==I  î~]“9a  » on  a 4^=20 
-j-ua  t & par  conféquent  x=^-\-^a. 

578. 

Quand  la  première  équation  aura  la 
forme  j =b,  on  multipliera  des  deux  côtés 
par  a , pour  avoir  x=ab. 

Mais  fi  1 on  a ï -| -b — c=d  , il  faudra 
d abord  faire  ~ =d~~b-\-c  , après  quoi  on 
obtiendra  x=(d—  b-\-c)a=: ad—  ab-\-ac. 

Soit  x~ 3=4  , on  a i x=7  , & * 
«=14. 

Soitj-jr  1+20=3+3,  on  aura- *=4 

• — a,  & x=z\  1 }a. 

Soit^T— l=a>  onaura^=a-|-i , & 

x=aa — 1. 

579- 

Quand  on  eft  parvenu  à une  équation , 
comme -j-=c,  on  multiplie  d’abord  par 


/ 
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b y afin  d’avoir  ax—bc  , &:  divifant  enfuite 
par  a y on  trouve  jc=  ^ . • 

Que  fi  ^ — c=dy  on  commenceroit  par 
donner  à l’équation  cette  forme  j =d+c , 
après  quoi  on  parviendroit  à la  valeur  de 
ax=bd-\~bc , & à celle  de  x—h^i, 
SuppofonsjAr — 4—i , nous  aurons* 
jc==j  , & ix=i  5 ; donc  ^ ou=7 
Si  | jc-|-  7 = 5 , nous  avons  i .r  = 5 — 
s=  1 ; donc  3^=1 8 , & x=6. 

580. 

Confidérons  à préfent  le  cas  , qui  peut 
arriver  fréquemment , où  deux  ou  plufieurs 
termes  contiennent  la  lettre  x , foit  dans 
un  feul  membre  de  l’équation  , foit  dans 
tous  les  deux. 

Si  ces  termes  font  tous  du  même  côté , 
c’eft-à-dire  dans  un  feul  membre  , comme 
dans  l’équation  jc— j—  jc  — |—  ç = 1 1 , on  a 
*-| & 3*=iz , & enfin  *=4. 

Soit 
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Soit  x ^--x-^-jx  = 44  , & qu’on  de- 
mande la  valeur  de  x : fi  on  multiplie 
d’abord  par  3 , on  a x=i  32  ; mul- 

tipliant enfuite  par  1,  on  a 1 1^=264; 
donc  x—14.  On  auroit  pu  procéder  plus 
brièvement,  en  commençant  par  réduire 
les  trois  termes  qui  renferment  x , au  feul 
terme  ~x ; divifant  enfuite  par  1 1 l’équa- 
tion -^-*=44 , otn  auroit  eu  1-x=4,  donc 
x=  14. 


Soit  j x — ±x-\-'-x=zi , on  aura,  en  ré- 
duifant,-^-Jc=i,  & x—i 

7 11  1 5 

Soit , plus  généralement , ax  — hx-^-cx 
== d , c’eft  comme  fi  on  avoit  (a — b-\ -c) 
x=d.  d’où  l’on  tire  x=  —4—. 

* a-b  + c u 


58l. 

/ 

Lorfqu’il  fe  trouve  des  termes  renfer- 
mant x dans  l’un  & l’autre  membre  de 
l’équation , on  commencera  par  faire  dif- 
paroitre  ces  termes  du  côté  où  cela  eft  plus' 
facile,  c’eft-à-dire  où  il  y en  a le  moins. 
Tomt  J.  G g 


\ 


« 
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Si  on  a , par  exemple  , l’équation  \x  2 
= x-4-  10 , il  faudra  fouftraire  d’abord  x 
des  deux  côtés,  on  aura  xx-j-  2=10;  donc 
ix=S,Six~4. 

Qu’on  ait  20—  a:,  il  eft  clair  qué 

IX_J_4— i0;  & par  conféquent  2x=i6, 


Soit  x-t-  8=3  2 — 3 x , on  aura  4x48=3  2 ; 
enfuite  4x=  24 , & x=6. 

::  Soit  if—  x=no  — xx,  on  aurai  5+* 
= 20 , & x=f. 

Soit  i-j-x=  5 — x , on  aura  1 + { x 
= 5 j après  cela  ^jc=4  3x=8  -,  enfin 


r.  1 I ' ■ I I - .1 

Si-  — ~ x=-— -x,  on  ajoutera j x , 
cela  donne  =z  j -|-  ^ x ; fouftray  ant  , il 
refte-^x=|;  & multipliant  par  12,  on 


obtient  x—  2. 

- -f  j - .i..J  » j 4 * 

Sii^ — = on  ajoute  j x 

cela  donne  1 ^ | x.  Souftrayant  - 

on  a 7 x=j  - , d’où  l’on  tire  x=i  ~ ^ 

en  multipliant  par  6 , & en  divifànt  par  7. 


* 

» 


* 
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:f  . » /•••  - ' * 0 ,{  ■■>. 

Si  on  eft  parvenu  à une  équation  où  le 
nombre  inconnu  x eft  un  dénominateur»  il 

f • • • » * . 

faut  faire  difparoître  la  fra&ion  , en  multii 
pliant  toute  f équation  par  ce  dénominateur. 

Suppofons  qu’on  ait  trouvé  ^ — 8=1 2 y 
on  ajoutera  d’abord  8',  & on  aura  '-x-=io-, 
multipliant  enfuite  par  x , on,$  1 004=10*  ,• 
& divilànt  par  20 . on  trouve  *=<. 

. 

Si  on  multiplie  par  x — 1 , on  a 5 x-\-)=jx 
7.  .•  f«.  i.‘ 

Souftrayant  5*,  il  relie  3 = 2*— 7.  r .>)» 
Ajoutant  7 , il' vient  i*=io.  Donc  *=£5. 

• ' 1 5 83. il  - ' 

.*  - » , — .■  **'  ‘ . j 

Quelquefois  aufîi  on  rencontre  des  lignes 
radicaux  , & l’équation  ne  Iaifle  "pas  d’ap- 
partenir au  premier  degré.  Pat  exemple  , 
dn  cherche  un  nombre  * au:deflbus  de  10 o 
&tel  que  la  racine  quatrée  de  ioo  — at 
devienne  égale" à 8 , ou  y/  ( iôo — x)  — $ , 

2 ... 
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on  prendra  des  deux  côtés  le  quarré  100 

— x=6 4 , & en  ajoutant  x on  aura  100 
= 64  + x ,-d’où  l’on  tire  x=  1 00 — 6 4=3  6'. 

Onpourroit  aufîi , puifque  1 00 — *=64, 
fouftraire  1 00  de  l’un  8c  de  l’autre  membre  ; 
on  auroit — x= — 3 6,  & en  multipliant 
par  — 1 , x=)6. 

584- 

Quelquefois  enfin  le  nombre  inconnu  x 

fe  trouve  dans  l’expofant , nous  en  avons 

vu  des  exemples  plus  haut , & il  faut  alors 

avoir  recours  aux  logarithmes. 

Ainfi,  quand  on  a 2*=5ix,  on  prend 

des  deux  côtés  les  logarithmes  ;onaxLt 

— L.  5 1 1 ; &en  divifant  par  L.  1 , on  trouve 

Les  tables  donneront  donc 

W21222=  2222  ou  x=Q. 

~~~  0,3010300  30103  ' 

Soit  5 .y* — 100=  30s  , on  ajoutera 
100  ; cela  fait  5 . 3“  = 405  ; divifant  par 
5 , on  a 3“  = 8 1 ; prenant  les  logarithmes 
«L  ,=L8‘  ,&  dmfam  par 

5^7  ou  X = i donc  x — 0,954^»$ 

, 1908485° 

— 954M15  — ** 
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CHAPITRE  III. 

De  la  folution  de  quelques  quejlions  relatives 
au  Chapitre  précédent. 

• 585.  ■ 

P.  - ^ ; : - 

remiere  Question.  Partager  7 en 
clenx  parties , telles  que  la  plus  grande  fur- 
pafle  de  3 la  plus  petite. 

Soit  la  plus  grande  partie  ===  x , la  plus 
petite  fera  = 7 — x ; il  faut  donc  que  x 
— 7 — > ou=  10  — x;  ajoutant  x , 
on  a 2x=io;  & divifant  par  2 , le  réful- 
tat  eft  x=  j. 

Réponfe.  La  plus  grande  partie  eft  5 , & 
la  plus  petite  eft  2. 

Seconde  quejlion.  On  propofe  de  par- 
tager a en  deux  parties , de  façon  que  la 
plus  grande  furpafle  de  b la  plus  petite. 

Soit  la  plus  grande  partie  = x , l’autre 
fera  a — x,-ain Cix=a  — x~\-b  y ajoutant 

Gg  3 


47° 
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X,  on  a H=û-j-^  &jdivifant  pan, 

'a+b 

*=T\  , - , 

Autre fèlthiorié  Soit  la  plus  grandepartie 

c=x  i comme  elle  eft  plus  grande  de  b que 
la  plus  petite , il  eft  clair  que  celle-ci  eft 
de  b plus  petite  que  l’autre,  &—x—b. 
Or  ces  deux  partie?  \ priles  enfemble , doi- 
vent faire  a ; il  faut  donc  que  ix — ^~=a  ’ 
ajoutant  b f on  aix=d^b  donc  x=-— , 
c’eft  laf valeur  de  la  plus  grande  partie, 
& celle  de  la  plus  petite  fera  ou -71 


‘ 'ou  — 

2 7 2 


il! 


-3 

■ t 


* ' . 586.  ;n 

. 

Troifiçmq  quejlion.  Un  pere  qui  a trois 
fils,  leur  laide  1600  écus.  L,e  teftament 
porte  que  l’aîné  aura  zoo  écus  de  plus  que 
le  puîné,  & que  celui-ci  aura  100  écus 


de  plus  que  le  cadet.  On  demande  quelle 
fera  la  portion  de  chacun.?...'  , , . t 
Soit  la  portion  du  troifieme  fils  x ; 
celle  du  fécond  fera  — x + ioo,&  celle  du 
premier  = x-|-joo.  Or  on  fait  que  ces  trois 
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portions  fcfnt  enfemble  1600  écus.  On  a 
donc  3*-{-40o  — 1600 

.ij.  X =1  ZOO  1 ■ - 

& * =.  400. 

Réponfe.  La  part  du  cadet  efl  400  écus , 
celle  du  puîné  eft  500  écus,  & celle  de 
l’aîné  eft  700  écus.  ' 

' 587.  ' 

Quatrième  quejiion.  Un  pere  lailTe  quatre 
fils  6c  8600  liv.  ; fùivant  le  teftament  la  part 
de  T aîné  doit  être  double  de  celle  du  fé- 
cond , moins  .100  liv.  j le  fécond  doit  rece-‘ 
voir  trois  Fois  autant  que  le  troifieme , moins 
zoo  liv.  jSc  le  troifieme  doit  recevoir  quatre 
fois  autant  que  le  quatrième  , moins  300  1. 
On  demande  quelles  font  les  portions  de 
ces  quatre  fils  ? Nommons  x la  portion  du 

cadet  : celle  du  troifieme  fils  fera  = 4* 

■»  » - - 1 - - ^ *■'  - ■»  ; t * 

— ioo;  celle  du  fécond  = 12* — 1 »oo  , 

& celle  de  l’aîné  = 24X — 2300.  La  fomme 
de  ces  quatre  parts  doit  faire  8600  liv.  On 
a donc  l’équation  41X — 3700=8600  , ou 
4 ix=i  2300  , & *=300. 

G g 4 
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Rêponfe.  Il  revient  au  cadet  300  livres , 
au  troifieme  fils  900  livres  , au  fécond  2 500 
livres , & à l’aîné  4600  livres. 

' '588.  /J 

Cinquième  quejlion.  Un  homme  laiffe 
1 1 000  écus  à partager  entre  fa  veuve , 
deux  fils  & trois  filles.  Il  veut  que  la  mere 
reçoive  deux  fois  la  portion  d’un  fils , & 
qu’un  fils  reçoive  deux  fois  autant  qu’une 
fille.  On  demande  combien  il  revient  à ces 
perfonnes  féparément  ? 

Suppofons  la  portion  d’une  fille=jc , celle 
d’un  fils  eft  par  conféquent  = ix , & celle 
de  la  veuve  = 4X  ; tout  l’héritage  eft  donc 
^x-\~4x-\~4x  i ainfi  1 1*=  1 1000  , & x 
— 1000. 

Réponfe.  Une  fille  tire  1 000  écus , 
ainfi  toutes  les  trois  reçoivent  3000  écus. 
Un  fils  tire  2000  écus , 

ainfi  les  deux  fils  reçoivent  4000 
La  mere  reçoit 4000 

fomme  11 000  écus. 
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Sixième  queflion.  Un  pere  veut  par  fon 
teftament , que  Tes  trois  fils  partagent  fon 
bien  de  la  maniéré  fuivante  : L’aîné  reçoit 
iooo  écus  de  moins  que  la  moitié  de  tout 
l’héritage  , le  fécond  reçoit  800  écus  de 
moins  que  le  tiers  de  tout  le  bien  ; & le 
troifieme  reçoit  600  écus  de  moins  que  le 
quart  du  bien.  On  demande  à quelle  fomme 
fe  monte  l’héritage  entier  , & que|le  eft  la 
part  de  chaque  héritier  ? 

Exprimons  l’héritage  par  x : 
la  part  du  premier  fils  eft  \ x — 1 000 
celle  du  fécond  l-x — 800 

. .*  ■ 3 4 

- celle  du  troifieme  j x — 600  ‘ 

Ainfi  les  trois  fils  enfemble  tirent  \x  -|~ 
x-\-'-x — 1400,  & cette  4omme  doit  être 

égaleà  x ; on  a donc  l’équation  ||  x — 2400 

» . ’ r.:r.  ■ , 

— 

Souftrayant  x , il  refie  ^ x — - 2400=0. 
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Ajoutant  1400,  on  a ^*=2400.  Multi- 
pliant enfin  par  1 2 , le  produit  eft  x éga- 
lànt  28806.  . 


'Rêponfe . L’héritage  eft  de  2 S 800  écus,  & 
J faîne  des  fils  reçoit  13  400  écus. 

le  puîné  — • ^800 

' r le  cadet  — — 6600 

t.  ; ",  91  7 Ii*  -fi  •:!■•,  ■ 

, tous  trois  ^îfemble  , 28800  écus. 

'V'  590.-’^  r 

J.:  ; ■ j ’ >.•  r 11  7 ' ‘ -’**  * - 

Septième  queflion.  Un  pere  iaifïè  quatre 
fils , qui  partagent  Ton  bien  de.  la  maniéré 
qui  fuit  : , • 

^ • — -7.  — ji*j  r i . ; .j  • j j 

Le  premier  prend  la  moitié  de  l’héritage  > 
moins  ^600"  livres.  J' 

Le  lèccmft  prend  lé  tiers , moins  1 000  I. 
Le  troifieme  prend,  exa&ement  le  quart 
du  bien.  . ro.  & — 

Le  quatrième  prend  600  livres,  & la 
cinquième  partie  du  bien. 

De  combien  étoit  l’héritage , & combien 
chaque  fils  a-t-il  reçu  ? - ^ ; ; 
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- ! Soit  l’héritage  totab=rjcj;  h c > j-r  .O 
l’aîné  des-  fils  aura 
le  puîné  **-r  1 — -r*  ^^tobo"* 

<;  - le  troifieme  - ■ — — 

le  cadet : 600 

rp  i f - -cd  z no\  vx  V , 

1 ous  les  quatre  auront  reçu  - 

• , £ J • -J  I Q • « n i I 4 

x~\~jx  — 3 400  » ce  qu’il  faut  égaler  à * , 
d’où  réfiilte  1 équation  £ x’- — 3 — .r  } 

fourtraÿant ;x,  on a'£x  — 3400=0; 
ajoutant  3400,  on  a 400  , 

..,.divifaqt,par  .17 , on  a £ x==iqq  ^ 
y , multipliant  par.  60  , on'  a sgst  iaooo.  . 
Répanfc yjiéritagé  étoit  dq  Jliooo  liv. 

le  prèmier  fils  eri  a pris  ' 3000  > 

-io.Me_  fécond, — - — r—  «-  3060 

•<*  le  troifieme r-.!r-  3000 

; le  quatrième  , 3000  d 


li 


■ t 


Off  < 


5-91]  q -v-u  » - •-» 

L Huitième  quejlion.  Trouver  un  nombre' 
tel  que , fi~on  y -ajoute  fa  xxicdtié , la  fomme 
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furpafle  60  d’autant  que  le  nombre  lui- 
même  eft  au-deffous  de  6 5 . 

Soit  ce  nombre  = x , il  faut  que  x -f-  £ 
x — 60=65 — x , c’eft-à-dire  \ x — 60=6  5 
— x } 

, ajoutant  x , ona{x  — 60=65; 
ajoutant  60 , on  a { x = 1 15  ; 
divifant  par  5 , on  a j x=  25  ; 

multipliant  par  2 , on  a x=  50. 
Réponfe.  Le  nombre  cherché  eft  50. 

s 92\ .. : ; 

Neuvième  quejlion.  Partager  3 2 en  deux 
parties  telles  que  , fi  je  divife  la  moindre 
par  6 , & la  plus  grande  par  5 , les  deux 
quotiens  pris  enfemble  faffent  6. 

Soit  la  plus  petite  des  deux  parties  cher- 
chées —x  f la  plus  grande  fera  = ; 2 — x ; 
la  première , divifée  par  6 , donne  | ; la  fé- 
conde , divifée  par  5 , donne  ~ ; or  il 
faut  que  multipliant  par 

5 , on  a | *+32— *=30,  ou  — 31 
= 30. 
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ajoufant}*,  il  vient  32  = 304-^; 
fouflrayant  3 o , il  relie  i = gx; 

- multipliant  par  6 , on  a x=  1 2. 
Réponfc.  Les  deux  parties  font  : la  plus  pe- 
tite=i2,  la  plus  grande  = 20. 

593-  : ; ; 

Dixième,  quejlion.  Trouver  un  nombre 
tel  que , fi  je  le  multiplie  par  5 , le  produit 
foit  autant  au-deffous  de  40 , que  le  nom- 
bre lui-même  elt  au-deffous  de  1 2.  Je  nom- 
merai ce  nombre  * , il  ell  au-deffous  de 
12  de  1 2 — * y prenant  le  nombre  x cinq 
fois,  j’ai  5X,  ce  qui  ell  moindre  que  40 
de  40— 5* , & cette  quantité  doit  être  égale 
à 12 — x. 

J’ai  donc  40 — 5x1=12 — xy 
ajoutant  5*,  j’ai  40=12-]- 4*;'  • 
foullraÿânt  12,  j’ai  28=4*  y - 
divilant par  4,  j ai  x=7 , nombre  cher- 
ché. 
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Onzième  Quejlion.  Partager  15  en  deux 
parties , telles  que  la  plus  grande  contienne 
49  fois  la  plus  petite.  '„'i  ..  * 

Soit  cette  derniere  = x,  la  plus  grande 
fera=2j  — x.  Celle-ci  divifée  par  celle-là 
doit  donner  le  quotient  49  j on  a donc 

— = 49- 

Multipliant  par  at,  on  a 15 — *=49*  > 
ajoutant  x , 25  ’ = 5 o*  ; 

- Diviiantpar  50, x * = i.'  - • 

Réponfe.  La  plus  petite  des  deux  parties 

cherchéès  eft  ^ & la  plus  grande  eft  24 

divifant  celle-ci  par  , ou  multipliant  par 
2,  on  trouve  49. 

Douzième  quejlion.  Partager  48  en  nçuf 
parties , de  façon  que  l’une  foit  toujours  de 
~ plus  grande  que  la  précédente. 

Soit  la  première  & la  plus  petite  partie 
—x  y la  fécondé  fera la  troifieme 
= , &C. 


595- 


.x  - t ; r. 
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, Or  ces  parties  formant  une  progreflion 
arithmétique  , dont  le  premier  terme  =x  „ ' 
le  neuvième  & dernier  terme  fera — y 4- 4, 
Ajoutant  ces  deux  termes  enfemble  , on  a 
2*  + 4»  multipliant  cette  quantité  par  le 
nombre  des  termes , ou  par  9 , on  a 1 8x 
+ 36  » & divifant  ce  produit  par  2 , on, 
obtient  la  fomme  de  toutes  les  neuf  parties 
—9* 4-i8,  & qui  doit  équivaloir  à 48^  ' 
On  a donc  9*  4“  1 8 = 48  3 
fo u (1  rayant  48 , il  relie  9*  = 30  y 
& divifant  par  9 on  a x = ^~m  •>  . 
Réponfe.  La  première  partie  ell  3 ÿ , & 
les  neuf  parties  fe  fuivent  dans  l’ordre  que 
voici  : .t  • i .c  1 — 

I 2i  3 4'  5 , 6 : >7  -»  8 9 i 

j j+3 1+4  +4| + 5 1+  j i+»i+«s  j+7p 
Toutes  enfemble  font  48. 

596. 

Treizième  queflion.  Trouver  une  progref- 
fion  arithmétique dont  le  premier  terme , 
= 5 , le  dernier  = 10  , & la  fomme  =.  60. . 
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Nous  ne  connoiffons  ici  ni  la  différence 
ni  le  nombre  des  termes  , mais  nous  favons 
que  le  premier  & le  dernier  terme  nous 
fuffiroient  pour  exprimer  la  Comme  de  la 
progreflion , fl  feulement  le  nombre  des 
termes  étoit  donné.  Nous  fuppoferons  donc 
ce  nombre = x , & la  Comme  de  la  pro- 
greflion s’exprimera  par  ^ j or  nous  favons 
d’ailleurs  que  cette  Comme  eft  60 } ainfi 
i^?z=6oj  ^*=4,  & *=8. 

Maintenant , puifquef  le  nombre  des 
termes  eft  8 , fl  nous  fuppofons  la  diffé- 
rence ={ , il  ne  s’agit  plus  que  de  chercher 
le  huitième  terme  dans  cette  fuppofltion , 8c 
de  le  faire  = 1 o.  Le  fécond  terme  eft  5-^-  ’; 
le  troifieme  eft  5+i{,  8c  le  huitième  eft 
5+7 {>  ainfi 

5 +7Î— 10 
71=  5 

& {=  K 

. 7 v ■ . 

Réponfe.  La  différence  de  la  progreflion 

eft  , 8c  le  nombre  des  termes  eft  8 , 8c 

7 _ . : • 7 

par  conféquent  la  progreflion  eft 

1 


Digitized  by  Googl 


Z) A L g E b R E.  481' 

123456  78 

5+5^  + ^7l  + 7^  + 7 7 + 8^  + 91-+io, 
dont  la  fomme  = 60. 

j 

5 97* 

Quatorzième  quejlion.  Je  cherche  un 
nombre  tel , que  fi  du  double  de  ce 
nombre  je  fouftrais  1 , & que  je  double  le 
refte , qu’enfuite  je  fouftraie  2 , & que  je 
divife  le  refte  par  4 , le  nombre  réfultant 
de  ces  opérations  Toit  de  1 plus  petit  que 
le  nombre  cherché. 

Je  fuppoferai  ce  nombre  = x ; le  double 
eft  2 X}  fouftrayant  1 , il  refte  2 x — 1 j 
doublant  ceci , j’ai  4 x — 2 j fouftrayant  2 , 
il  me  refte  4*  — 4 ; divifant  par  4 , il  me 
vient  x — I ; & c’eft  ce  qui  doit  être  d’une 
unité  plus  petit  que  x ; ainfi 
x — i=x — 1. 

Mais  voilà  ce  qu’on  nomme  une  équa- 
tion identique  ; elle  indique  que  x n’eft  pas 
du  tout  déterminé  , &:  qu’on  peut  prendre 
à fa  place  un  nombre  quelconque  à volonté. 

Tome  7,  H h 
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598. 

Quinricme  quejllon.  J’ai  acheté  quelques 
aunes  de  drap  à raifon  de  7 écus  pour  ç 
aunes , j’ai  revendu  de  ce  drap  à raifon  de 
. 1 1 écus  pour  7 aunes , & j’ai  gagné  1 00 
écus  fur  le  tout  : on  demande  combien  il 
y avoit  de  drap  ? 

Suppofons  qu’il  y en  ait  eu  x aunes  ; 
il  faudra  voir  d’abord  combien  l’emplette 
a coûté  ; cela  fe  trouve  par  la  réglé  de 
trois  fuivante  : 

Cinq  aunes  coûtent  7 écus  ; que  coûtent 
x aunes  ? Réponfe , j x écus. 

Voilà  ma  dépenfe.  Voyons  à préfent 
quelle  eft  ma  recette  j il  faudra  faire  la 
réglé  de  trois  qui  fuit  : Sept  aunes  me  valent 
1 1 écus  , combien  me  rapportent  x aunes  ? 
Rép.  ÿ x écus. 

Cette  recette  doit  furpafler  de  1 00  écus 
la  dépenfe  j on  a donc  cette  équation  : 

Hx  = 2.  x 4—100  ; 

fouftrayant  7-x,ü  refte  ^ x=ioo  j 


f 
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donc  6x  = 3500  , & a:  = 583-. 
Réponfe.  Il  y avoit  583!  aunes , qui  ont 
été  achetées  pour  8 1 6 j écus , & revendues 
enfuire  pour  916^-écus,  moyennant  quoi 
le  profit  a été  de  too  écus. 

599» 

' Seizième  quejlion.  Quelqu’un  acheté  1 2 
pièces  de  drap  pour  140  écus.  Deux  font 
blanches , trois  font  noires  & fept  font 
Joleues.  Une  piece  de  drap  noir  coûte  deux 
écus  de  plus  qu’une  piece  de  drap  blanc , 
& une  piece  de  drap  bleu  coûte  trois  écus 
de  plus  qu’une  noire  ; on  demande  le  prix 
de  chaque  forte. 

Suppofez  qu’une  piece  blanche  coûte  x 
écus , les  deux  de  cette  forte  coûteront  tx. 
De  plus  une  piece  noire  coûtant  x-J-2  , les 
trois  pièces  de  cette  couleur  coûteront  3* 
-{-6.  Enfin  une  piece  bleue  coûte  *-{-j  ; 
donc  les  fept  bleues  coûtent  7JC— j— 3 5 . Ainfi 
toutes  les  douze  pièces  reviennent  enfemble 
à i2*-j-4i. 


Hh  2 
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Or  le  prix  réel  & connu  de  ces  douze 
pièces  eft  1 40  écus  ; on  a donc  1 ur-j'4  1 
= 140, 

& 1^=99; 

donc 

4 

ainfi  une  pièce  de  drap  blanc  coûte  8 écus. 

drap  noir  10^ 

drap  bleu  1 3 

600. 

Dix-feptieme  quejlion.  Un  homme  qui 
a acheté  des  noix  mufeades , dit  que  trois 
, noix  lui  coûtent  autant  au-delà  d’un  fou 
que  quatre  lui  coûtent  au-delà  de  dix  liards  : 
on  demande  le  prix  de  ces  noix  ? 

On  nommera  x l’argent  que  trois  noix 
coûtent  de  plus  qu’un  fou  ou  quatre  liards , 
& on  dira  : trois  noix  coûtent  x-\ -4  liards , 
& quatre  coûteront , par  la  condition  du 
problème,  ;r-}-io  liards.  Or  le  prix  de 
trois  noix  donne  celui  de  quatre  noix 
encore  d’une  autre  maniéré , favoir  par  la 
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tegle  de  trois;  on  fera  $:x-^~4=4.  Ré- 
ponfe  y Ainfi  ^y^=:x-j-io  , ou  4* 
-j-i6=3x  30  ; 

donc  x -{-16  = 30  ; 

& x ==14. 

Réponfe.  Trois  noix  coûtent  18  liards, 
& quatre  coûtent  6 fous;  donc  chacune 
coûte  d liards. 

601. 

Dix-huitieme  quejlion.  Quelqu’un  a deux 
gobelets  d’argent  avec  un  feul  couvercle 
pour  les  deùx.  Le  premier  gobelet  pelé 
H onces,  & fi  on  y met  le  couvercle  , il 
pefe  deux  fois  plus  que  l’autre  gobelet  ; 
mais  fi  on  couvre  l’autre  gobelet , celui-ci 
pefe  trois  fois  plus  que  le  premier  : il  s’agit 
de  trouver  le  poids  du  fécond  gobelet  & 
celui  du  couvercle. 

Suppofons  le  poids  du  couvercle  ~ x 
onces  ; le  premier  gobelet  étant  couvert 
pefera  x-[-iz  onces.  Or  ce  poids  étant  le 
double  de  celui  du  fécond  gobelet , il  faut 

il  h 3 
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que  ce  gobelet-ci  pefe  x 6.  Si  on  le 
couvre,  il  pefera  \ x-f-6,  & ce  poids  doit 
être  le  triple  de  1 z , ou  du  poids  du  pre- 
mier gobelet.  On  aura  donc  l’équation  *-  x 
^[-6  = 36,  ou  ijt=jO}  donc^x=io  & 
x—io. 

Réponfe.  Le  couvercle  pefe  10  onces  ÿ 
& le  fécond  gobelet  pefe  16  onces. 

602. 

Dix- neuvième  quejlion.  Un  Banquier  a 
deux  efpeces  de  monnoie  ; il  faut  a pièces 
de  la  première  pour  faire  un  écu  j il  faut  b 
pièces  de  la  fécondé  pour  faire  la  même 
fomme.  Quelqu’un  vient  & demande  c 
pièces  pour  1 écu  ; combien  le  Banquier  lui 
donnera-t-il  de  pièces  de  chaque  efpece 
pour  le  fatisfaire  ? 

Suppofons  que  le  Banquier  donne  x pièces 
de  la  première  efpece  ; il  eft  clair  qu’il 
donnera  c — x pièces  de  l’autre  efpece.  Or 
les  x pièces  de  la  première  valent  ~ écu 
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par  la  proportion  a;i=x:^  ; & les  c — x 
pièces  de  la  fécondé  efpece  valent  ~ écu  , 
parce  qu’on  a b : i=c — x : Il  faut  donc 

que^-[-f-^=:i  ,ou^-J-c— x—b,  ou  bx 
*-}-  ac — ax=nb  , ou  bien  bx — ax—ab — ac  ; 
d’où  l’on  tire  x=  , ou  x ==-bt£,  Par 
conféquent  c— 

Réponfe.  Le  Banquier  donnera  a-j^  pièces 

x 

de  la  première  efpece , & pièces  de 
la  féconde  efpece. 

Remarque.  Ces  deux  nombres  fe  trouvent 
facilement  par  la  réglé  de  trois , lorfqu’il 
s’agit  de  faire  une  application  de  nos  ré- 
fultats.  On  dira,  pour  trouver  le  premier  : 
b — a: b — c=a:“- Le  fécond  nombre 

D—d 

fe  détermine  en  faifant  :b — a : c — a=b  : . 

Il  faut  remarquer  aufli  que  a eft  plus 
petit  que  b , & que  c eft  pareillement  plus 
petit  que  b , mais  cependant  plus  grand 
que  a , ainfi  que  la  nature  de  la  chofe  le 
demande. 


Hh  4 


48* 


E L É M E N S 


603. 

Vingtième  queflion.  Un  Banquier  a deux 
fortes  de  monnoie  : dix  pièces  de  l’une  font 
un  écu  , & il  faut  20  pièces  de  l’autre  pour 
faire  un  écu.  Or  quelqu’un  demande  à 
changer  un  écu  contre  dix-fept  pièces  de 
monnoie  ; combien  recevra-t-il  donc  de 
pièces  de  chaque  forte  ? 

Nous  avons  ici  <z=io,£=io,  &=I7; 
ce  qui  fournit  les  réglés  de  trois  fuivantes  : 

I.  1 o : 3— 1 0:3,  ainfi  3 pièces  de  la  pre- 
mière forte. 

II.  10:7=20:14,  & 14  pièces  de  la  fé- 
conde forte.  . 

604. 

Vingt-uniemc  queflion.  Un  pere  laiffe  à 
fa  mort  quelques  enfans , avec  un  bien  qu’ils 
partagent  de  la  maniéré  fuivante  : 

Le  premier  reçoit  cent  écus  & la  dixième 
partie  du  refte. 

Le  fécond  tire  deux  cents  écus  & la 
dixième  partie  de  ce  qui  refte. 
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Le  troifieme  prend  trois  cents  écus  & la 
dixième  partie  de  ce  qui  relie. 

Le  quatrième  prend  quatre  cents  écus 
& la  dixième  partie  de  ce  qui  relie  , & ainlî 
de  fuite. 

Et  il  fe  trouve  à la  fin  , que  le  bien  a été 
partagé  également  entre  tous  les  enfans. 
On  demande  maintenant  de  combien  étoit 
l’héritage , combien  il  y avoit  d’enfans , 
(k  combien  chacun  a reçu  ? 

Cette  quellion  ell  d’une  nature  toute  par- 
ticulière , & mérite  par-là  qu’on  y falfe 
attention.  Pour  la  réfoudre  plus  facilement , 
nous  fuppoferons  l’héritage  total  écus  j 
& puifque  tous  les  enfans  tirent  une  même 
fomme , foit  cette  portion  d’un  chacun  —xy 
moyennant  quoi  le  nombre  des  enfans  s’ex- 
prime par  j.  Cela  pofé , voici  comment 
nous  nous  y prendrons  pour  réfoudre  bi 
quellion  propofée. 
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Ij  Mjffl 
ou  te  bien 
à panam. 


& ainfi  de  fuite. 


Nous  avons  inféré  dans  la  derniere 
colonne  les  différences  qu’on  obtient  en 
fouftrayant  chaque  portion  de  la  fuivante. 
Or  toutes  les  portions  étant  égales,  il  faut 
que  chacune  de  ces  différences  foit  =0. 
Et  comme  il  arrive  heureufement  qu’une 
même  exprefîion  a lieu  pour  toutes  ces 
différences , il  fuffira  d’en  égaler  une  feule  à 
zéro , & on  aura  donc  l’équation  1 00 — x-~ 
c=o.  Multipliant  par  10,  on  a 1000 — x 
r- — 100=0,  ou  900 — x=.0i  par  confe- 
quent  *=900. 
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Nous  favons  donc  déjà  que  la  part  de 
chaque  enfant  étoit  900  écus  ; ainfi  en  pre- 
nant à préfent  à volonté  une  des  équations 
de  là  troifieme  colonne , par  exemple  la 
première  , elle  devient , en  fubftituant  à x 
fa  valeur,  900=1  oo-j-*^,  d’où  l’on  tire 
l fur  le  champ  ; car  on  a 90oo=iooo-}-{ 
— 1 00 , ou  9 000=900-}- { ; donc  {=8 1 00  j 
& par  conféquent  ^ = 9. 

Réponfe.  Ainfi  le  nombre  des  cnfans=9  ; 
l’héritage  laiffé  par  le  pere  = 8100  écus  ; 
& la  portion  de  chaque  enfant  = 900  écus. 


CHAPITRE  IV. 

De  la  résolution  de  deux  ou  de  plujiiurs 
Equations  du  premier  degré. 

605. 

I l arrive  fouvent  qu’on  eft  obligé  de  faire 
entrer  dans  le  calcul  deux  ou  plufieurs  de 
ces  nombres  inconnus , repréfentés  par  les 
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lettres  x,  y y i,  &c.  & fi  la  queftion  efl: 
déterminée  , on  parvient  dans  ce  cas-là  à 
autant  d’équations , defquelles  il  s’agit  en- 
fuite  de  tirer  les  inconnues.  Comme  nous 
ne  confidérons  encore  que  les  équations  qui 
ne  contiennent  pas  des  puiflances  d’une 
inconnue  plus  élevées  que  la  première , ni 
des  produits  de  deux  ou  de  plufieurs  in- 
connues , on  voit  que  ces  équations  auront 
toutes  la  forme  a^-\-by-\-cx=d. 

606. 

Commençant  donc  par  deux  équations , 
nous  chercherons  à en  tirer  les  valeurs  de 
x&y;  & pour  traiter  ce  cas  d’une  ma- 
niéré générale  , foient  les  deux  équations  : 
I.  ax-\-by=c  , & \\.  fx-\-gy—h  , où  a , 
b y c&cfy  g , h fignifient  des  nombres  con- 
nus. Il  s’agit  donc  ici  de  tirer  de  ces  deux 
équations.,  les  deux  inconnues  x (te y. 

607. 

La  voie  la  plus  naturelle  pour  y parvenir 
fe  préfente  ailément  à l’efprit  j c’dl  de 
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déterminer  par  l’une  & l’autre  équation  la 
valeur  d’une  des  inconnues,  par  exemple, 
de  x y & de  confidérer  enfuite  l’égalité  de 
ces  deux  valeurs  ; car  on  aura  une  équa- 
tion , dans  laquelle  l'inconnue  y fe  trouvera 
feule  & pourra  être  déterminée  par  les 
réglés  que  nous  avons  données  plus  haut. 
Connoiffant  donc  alors  y , on  n’aura  plus 
qu’à  fubftituer  fa  valeur  dans  une  des  quan- 
tités qui  exprimoient  x. 

608. 

D’après  cette  réglé , nous  tirons  de  la 
première  équation  : x = , & de  la  fé- 

conde , x—-®;  pofant  ces  deux  valeurs 
égales  l’une  à l’autre  , nous  avons  cette 

nouvelle  équation  : 
c-b h-gy  . 

a — f > 

multipliant  par  a , le  produit  eft  c — by 

'“b-agy  . 

/ , 

multipliant  par  f , le  produit  eft  fc — fly 
=ah  — agy ; 
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La  première  équation  donne  *=i  5— y % 
& la  fécondé  donne  *=7-] -y  ; de  là  ré- 
fulte  la  nouvelle  équation  1 5 — - y=y-f.y, 
Ainfi  1 5=7-f-2 y ; iy=%  , & y=4  ; au 
moyen  de  quoi  on  trouve  jrc=ii. 

Réponfe.  Le  plus  petit  nombre  cft  4 , & 
le  plus  grand  eff  1 1. 

6lO. 

Seconde  quejlion.  On  peut  auffi  généra- 
Üfer  la  queftion  précédente , en  cherchant 
deux  nombres  , dont  la  fomme  foit  =a  , 
& la  différence 

Soit  le  plus  grand  des  deux=*,  & le 
plus  petit  —y. 

On  aura  L ) x-\-y=a , & II.  ) x—y=l  ; 
la  première  équation  donne  x=a—y 

la  fécondé  ' x=zb-\~y. 

Donc  a—y~b-\-y;  a—b-^iy;  iy=za — b; 
enfin  y=~i  & par  conféquent  x=a~ y 

. ^ *+t> . é+b 

2 2 * 

Réponfe.  Le  plus  grand  nombre , où  x 
eft  = ~ i & le  plus  petit , où  y eft  = 
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ou,  ce  qui  revient  au  même,  x=.\a-\-~by 
&y=.'-a — l-b  y & de  là  réfulte  le  théo- 
rème fuivant  : Quand  la  fomme  de  deux 
nombres  quelconques  eff  a , & que  la  dif- 
férence de  ces  deux  nombres  eft  b , le  plus 
grand  des  deux  nombres  eff  égal  à la  moitié 
de  la  fomme  plus  la  moitié  de  la  diffé- 
rence ; & le  plus  petit  des  deux  nombres 
eft  égal  à la  fomme  moins  la  moitié  de  la 
différence. 

61 1. 

On  peut  aufli  réfoudre  la  même  quef- 
tion  de  la  maniéré  qui  fuit  : 

Puifque  les  deux  équations  font,  x-\-y 
—a , & x — y=b. 

Si  on  les  ajoute  l’une  avec  l’autre  , on  a 
2x=a-j-b. 

Donc  x=~. 

Enfuite , fouft rayant  les  mêmes  équations 
l’une  de  l’autre  , on  a xy—a — b;  donc 

a-b 

J—T* 


6 il. 
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6l  2. 

Troijîeme  quejlion.  Un  mulet  & un  âne 
portent  des  charges  de  quelques  quintaux. 
L’âne  fe  plaint  de  la  fienne  & dit  au  mulet  : 
Il  ne  me  manque  que  de  porter  encore  un 
quintal  de  ta  charge , pour  être  plus  chargé 
que  toi  du  double.  Le  mulet  répond  : Oui , 
mais  fi  tu  me  donnois  un  quintal  de  la 
tienne , je  ferois  trois  fois  plus  chargé  que 
toi.  On  demande  combien  de  quintaux  ils 
portoient  chacun  ? 

Suppofons  la  charge  du  mulet  de  x quin- 
taux, & celle  de  l’âne  d ey  quintaux.  Si  le 
mulet  donne  à l’âne  un  quintal , celui-ci 
aura^-{-i,  & il  reliera  à l’autre  x — 1 * 
& puifque  dans  ce  cas  l’âne  ell  deux  fois 
plus  chargé  que  le  mulet , on  a ix 

— 2. 

Mais  fi  l’âne  donne  un  quintal  au  mulet , 
celui-ci  a & l’âne  garde  y — i;  & 

la  charge  du  premier  étant  maintenant  triple 
de  celle  du  fécond  ,onax-{-i=3iy  — 3. 

Tome  1.  I i 
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Nos  deux  équatioris  feront  par  confé- 
quent 

2»I!0  X+I=3JK— 3. 

La  première  donne  x=y^- , &r  la  fé- 
conde donne  x=) y — 4 i de  là  réfulte  la 
nouvelle  équation  ^=3^ — 4,  qui  donne 
& au  moyen  de  quoi  on  détermine 
aufli  la  valeur  de  x , qui  devient  = 2 i. 

Rêponfe.  Le  mulet  portoit  2 j quintaux  , 
& l’âne  portoit  2 quintaux. 

613. 

Lorfqu’on  a trois  nombres  inconnus , & 
autant  d’équations , comme , par  exemple , 

1.  ) *-hy— ï=8  » u*)  *+?— y— 9 » m-  ) y 

— x=l o , on  commencera,  comme 
auparavant , par  tirer  de  chacune  la  valeur 
de  x , & on  aura  par  la  l.e  ) x=8-f-{ — y $ 
par  la  1I.C  ) x=y-\-y — 1 , & par  la  III.e  ) x 
— 10* 

Comparant  maintenant  la  première  de 
ces  valeurs  avec  la  fécondé , & après  cela 
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auffi  avec  la  troifieme,  on  aura  les  équa- 
tions fuivantes  : 

L)  8H-{- y=9+j— 1>  no  %-\-{—y=y 

10. 

Or  la  première  donne  — 2y=i,  & 
la  féconde  donne  2y=i8,  oujy=:9;  fi 
donc  on  fubftitue  cette  valeur  de  y dans 
— ry—x  1 on  a K — 18=1  ,&2{=i9, 
ainfi  ^=9  il  ne  refie  donc  que  x à dé- 
terminer , & on  le  trouve  facilement  =8 
Il  eft  arrivé  ici  par  hafard  que  la  lettre 
\ s’eft  éliminée  dans  la  derniere  équation  , 
& qu’on  a trouvé  la  valeur  dey  immédia- 
tement. Si  ce  cas  n’avoit  pas  eu  lieu  , on 
auroit  eu  deux  équations  entre  { & y , qu’il 
auroit  fallu  réfoudre  par  la  réglé  précé- 
dente. 

614. 

Qu’on  ait  trouvé  les  trois  équations  fui- 
vantes  : 

I ) 3*+  5 » H.)  f x—iy+ 3{=4<*i 

IiL)  JJ-Hï— ■ 


li  2 
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Si  on  tire  de  chacune  la  valeur  de  x , 
on  a 

II.) * = 

III.  ) x=  iy-\-  f { — 61. 
Comparant  à prélent  ces  trois  valeurs 
entr’elles , & d’abord  la  troifieme  avec  la 
première  , on  a 3.7  + 5 { — 6 1 = } 

multipliant  par  3,  9.7  + 1 J { — 186=25 

“îJ+4{;ainfi  97+1 5t=2‘  »— 5.7+41, 
& 147-)- 1 i{=2i  1 par  la  première  & la 
troifieme.  Comparant  aufli  la  troifieme  avec 
la  fécondé , on  a 37  + 5 { — 6z  =— “-3-1 , 
ou  464-2^  — 3^=15^+25^—310,  ce 
qui  le  réduit  à 3 5 6=1  37  + 28{. 

On  tirera  maintenant  de  ces  deux  nou- 
velles équations  la  valeur  de  y : 

I. )  211=147+1 1^,-  donc  147=211 — iij 

& y=îüziLt. 
j 14 

II. )3  56=1 3/+  28^  ; donc  I 37=3  5 6-28^ , 

& v — *;6~*8* 

y ij  • 

Ces  deux  valeurs  forment  la  nouvelle 
équation  ++=+ps,  laquelle  fe  change 


% 
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en  celle-ci,  2743 — 143^=4984— 392^, 
qui  fe  réduit  à 249^=2241  , & d’où  l’on 
tire  {=9. 

Cette  valeur  étant  fùbftituée  dans  une 
des  deux  équations  de  y & ^ , on  trouve 
y — $ , & enfin  une  fubftitution  femblable 
dans  une  des  trois  valeurs  de  x , donnera 
x—7- 

6 1 5. 

Si  on  avoit  plus  de  trois  inconnues  à déter- 
miner , & autant  d’équations  à réfoudre  » 
on  pourroit  s’y  prendre  de  la  même  ma- 
niéré j mais  on  fè  trouveroit  engagé  le  plus 
fouvent  dans  des  calculs  fort  prolixes. 

Il  eft  donc  à propos  de  remarquer  que 
dans  chaque  cas  particulier  on  ne  manque 
guere  de  rencontrer  des  moyens  qui  en  faci- 
litent beaucoup  la  réfolution.  Ces  moyens 
font  d’introduire  dans  le  calcul , à côté  des 
inconnues  principales , une  nouvelle  incon- 
nue arbitraire , telle  qu’eft , par  ex.  la  fomme 
de  toutes  les  autres  j & quand  on  eft  un 

ü 3 
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peu  verfé  dans  ces  fortes  de  calculs,  on 
juge  aflez  facilement  ce  qu’il  eft  le  plus 
convenable  de  faire  (*).  Nous  allons  rap- 
porter quelques  exemples  qui  peuvent  gui- 
der dans  l’application  de  cette  méthode. 

616. 

Quatrième,  quejlion.  Trois  perfonnes 
jouent  enfemble  ; dans  La  première  partie 
le  premier  Joueur  perd  avec  chacun  des 
deux  autres  autant  que  chacun  d’eux  avoit 
d’argent  fur  lui.  Dans  la  fécondé  partie , 
c’eft  au  fécond  Joueur  que  les  deux  autres 
gagnent  autant  chacun  qu’ils  ont  déjà  d’ar- 
gent. Dans  la  troifieme  partie  enfin,  le 
premier  & le  fécond  Joueur  gagnent  au 
troifieme  autant  d’argent  chacun  , qu’ils  en 
avoient.  Ils  ceffent  alors  de  jouer  , & il  fe 

(*)  M.  Cramer  a donné  à la  fin  de  fon  Introduction  i 
fanalyfe  des  lignes  courbes  , une  très-belle  réglé  pour  dé- 
terminer immédiatement , & fans  pafler  par  les  opérations 
ordinaires  , la  valeur  des  inconnues  de  ces  fortes  d’équa- 
tions , en  quelque  nombre  que  foient  ces  inconnues. 
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trouve  qu’ils  ont  tous  une  fomme  égale , 
favoir  vingt-quatre  louis  chacun.  On  de- 
mande avec  combien  d’argent  chacun  s’eft 
mis  au  jeu  ? 

Suppofons  que  l’enjeu  du  premier  Joueur 
ait  été  de  x louis , celui  du  fécond , y , & 
celui  du  troifîeme , {.  Et  faifons  outre  cela 
la  fomme  de  tous  les  enjeux,  ou  jc— ^ 
—f.  Or  le  premier  Joueur  perdant  dans 
la  première  partie  autant  d’argent  qu’en 
ont  les  deux  autres , il  perd  f—  x ; ( car 
lui-même  ayant  eu  x , les  deux  autres  au- 
ront eu  f- — x)  ; donc  il  lui  reliera  ix — f; 
le  fécond  aura  ly , & le  troifieme  aura 

Voici  donc  ce  que  chacun  aura  après 
la  première  partie  : le  I.  ) ix — - f le  II.)  ly  , 
le  III.  ) 2^. 

Dans  la  fécondé  partie , le  fécond  Joueur 
qui  a maintenant  ly , perd  autant  d’argent 
qu’en  ont  les  deux  autres , c’ell-à-d./ — ly  ; 
il  lui  relie  par  conféquent  4 y — f.  Quant 
aux  autres , ils  auront  le  double  chacun  de 
ce  qu’ils  avoient  } ainli  après  la  fécondé 

ii  4 
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partie  les  trois  Joueurs  ont , le  I.)  4x — if, 

le  IL  ) 4 y—/ , le  III.  ) 4^ 

Dans  la  troifieme  partie , c’eft  le  troi- 
fieme  Joueur  , lequel  a a&uellement  4^ , 
qui  eft  le  perdant  ; il  perd  avec  le  premier 
4* — if  y & avec  le  fécond  47—/  » par 
conféquent  après  cette  partie  nos  trois 
Joueurs  auront  : 

le  I.)  Sx — 4/,  le  II.  ) 8 y — if,  le  III.)  8^ — f. 

Or  chacun  ayant  maintenant  14  louis  , 
nous  avons  trois  équations , telles  que  la 
première  donne  fur  le  champ  x , la  fécondé 
y , & la  troifieme  { ,•  de  plus  f eft  connu 
& = 71 , puifque  les  trois  Joueurs  enfernble 
ont  72  louis  à la  fin  de  la  derniere  partie  j 
mais  c’eft  à quoi  il  n’eft  pas  même  néceffaire 
de  faire  attention  d’abord , comme  on  va 
le  voir.  Nous  avons 

I- ) — 4/=i4f  ou  Sx=i4-\~4f,  ou  x 

— 3 + \fi 

II.)  Sy—if=i4io\iSy=zi4-\rif,ouy=y 
, +*fi 

IIÎ.)8^-/=24,  ou  8{=i4+/,  ou  {=3+^ 
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Ajoutant  ces  trois  valeurs , on  a 

x+y+i=9+lf- 

Ainfi,  puifque  x-f on  a /=9 

+ 1 fi  donc  if=  9 » & /=  7 *• 

Si  on  fubftitue  à préfent  cette  valeur  de 

f dans  les  expreffions  trouvées  pour  x , y 
& { , on  trouvera  qu’avant  que  de  fe  mettre 
au  jeu  , le  premier  Joueur  avoit  39  louis; 
le  fécond  , 2 1 louis  ; & le  troifieme  , 1 2 
louis. 

On  voit  par  cette  folution  comment , 
par  le  fecours  de  la  fomme  des  trois  in- 
connues , on  furmonte  heureufement  les 
obftacles  qui  fe  préfentent  dans  la  voie 
ordinaire. 

6l  7. 

Quoique  la  queftion  précédente  paroifle 
d’abord  affez  difficile , nous  remarquerons 
cependant  qu’on  peut  la  réfoudre,  même 
fans  algèbre.  On  n’a  qu’à  chercher  à le 
faire  en  rétrogradant.  On  considérera  que 
puifque  les  Joueurs , en  quittant  le  jeu  , 
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avoient  chacun  24  louis , & que  dans  la 
troifieme  partie  , le  premier  & le  fécond 
ont  doublé  leur  argent,  ils  doivent  avoir 
eu  avant  cette  derniere  partie  : 

le  I.)  1 2,  le  II.)  1 2 , & le  III.)  48. 

Dans  la  fécondé  partie  ce  font  le  pre- 
mier & le  troifieme  qui  ont  doublé  leur 
argent  ; donc  avant  cette  partie  ils  avoient: 
le  I.)  6 , le  II.)  42 , le  III.)  24. 

Enfin , dans  la  première  partie , le  fécond 
& le  troifieme  Joueur  ont  gagné  chacun 
autant  d’argent  qu’il  en  avoit  fort!  ; donc 
en  commençant  les  trois  Joueurs  avoient 
devant  eux  : 

I.)  39 , II.)  21 , III.)  1 2. 

Ce  que  nous  avons  aulîi  trouvé  par  la 
folution  précédente. 

6l8. 

Cinquième  quejlion.  Deux  perfonnes  doi- 
vent 29  piftoles  j elles  ont  de  l’argent  toutes 
les  deux  , mais  pas  autant  chacune  pour 
pouvoir  acquitter  feule  cette  dette  com- 
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mune  ; le  premier  Débiteur  dit  donc  au 
fécond  : Si  vous  me  donnez  les  j de  votre 
argent , je  payerai  feul  la  dette  fur  le 
champ.  Le  fécond  lui  réplique  qu’il  pourroit 
aufîi  acquitter  feul  la  dette,  fi  l’autre  lui 
donnoit  les  i de  fon  argent.  On  demande 
combien  ils  ont  l’un  & l’autre  ? 

Suppofons  que  le  premier  ait  x piftoles , 
& que  le  fécond  ait  y piftoles. 

Nous  aurons  d’abord  x-\^~y  = 29  ; 

Enfuite  aufii , y 19. 

La  première  équation  donne  x=iy 
— j y , & la  féconde  donne  x = j 
ainfi  19  — On  tire  de  cette 

équation  y = 1 4 j donc  x = 1 9 

Rdponfe.  Le  premier  Débiteur  a 1 9 i 
piftoles  , & le  fécond  a 14  piftoles. 

619. 

Sixième  quejlion.  Trois  freres  ont  acheté 
une  vigne  pour  cent  louis.  Le  çadet  dit 
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qu’il  pourroit  la  payer  feul , fi  le  fécond 
lui  donnoit  la  moitié  de  l’argent  qu’il  a y 
le  fécond  dit  que  fi  l’ainé  lui  donnoit  le 
tiers  feulement  de  fon  argent,  il  payeroit 
la  vigne  feul  ; enfin  l’aîné  ne  demande  que 
le  quart  de  l’argent  du  cadet , pour  payer 
feul  la  vigne.  Combien  chacun  avoit-il 
d’argent  ? Que  le  premier  ait  eu  x louis  ; 
le  fécond , y louis  ; le  troifieme  , { louis  $ 
on  aura  les  trois  équations  fuivantes  : 

u-Xy-f  m*)? 

-J-1  *=100;  deux  defquelles  feulement 
donnent  la  valeur  de  x , favoir  I.  ) * = 1 00 
— '-y,  III.)  x = 400  — 4{.  Ainfi  on  a 
l’équation  : 

100  —ty= 400— 4{ , ou  4{— ;y=)oo , 
qu’il  faudra  combiner  avec  la  fécondé  , 
afin  de  déterminer  y & £.  Or  la  fécondé 
équation  étoity'-j-’- 100  ; on  en  tire 
donc  y = 1 00  — ~ ^ ,•  & l’équation  trouvée 
en  dernier  lieu  étant  4^  — |-y  = joo,  on 
ay=8{ — 600.  Par  conféquent  la  derniere 
équation  eft  : 
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100  — 3~{=8{ — 600;  ainfi  8 { = 700 , 
014^=700,  & {=84.  Donc  jy  = ico 

— 28  = 71 , & x=6\. 

Réponfe.  Le  cadet  avoit  6 4 louis , le 
puîné  avoit  71  louis,  & l’aîné  avoit  84 
louis. 

620. 

Comme  dans  cet  exemple  chaque  équa- 
tion ne  renferme  que  deux  inconnues  , on 
peut  parvenir  d’une  façon  plus  commode 
à la  folution  cherchée. 

La  première  équation  donne  y=ioo 

— ix  ; ainfi  y eft  déterminé  en  x ,•  & fi 
on  fubftitue  cette  valeur  dans  la  fécondé 
équation,  on  a ico — 2 x-\-  ^ = 100  j 
donc  j {=  ix — 100,  & ^—6x  — 300. 

Ainfi  1 eft  aufli  déterminé  enr;  & fi 
on  introduit  cette  valeur  dans  la  troifieme 
équation , on  obtient  6x — 3 00-J-  x = 1 00 , 
où  x fe  trouve  feul  & qu’on  réduit  à î^x 
— 1600=0,  d’où  l’on  tire  .*=64.  Par 
conféquent  y=zoo — 1 28=7  2 , 8^=384 

— 300=84. 
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6ll. 

On  peut  fuivre  le  même  procédé , lors- 
qu’on a un  plus  grand  nombre  d’équations. 
Suppofons , par  exemple  , qu’on  ait  d’une 
maniéré  générale  : I.)  a-j-  *-—n  , II.)*4“î 

=*r  III  .)y+î=n,  I V.)ï+Ï=«i  ou, 

en  chaflant  les  fraftions  : I.  ) au  + xz=an, 
il.)  bx  -\-y  = bn  , III.)  cy-\-[=.cn, 
IV.)  d^-\-u=dn. 

Ici  la  première  équation  donne  d’abord 
x=.an — au , & cette  valeur  étant  fubfti- 
tuée  dans  la  fécondé,  on  a abn — abu-\-y 
=zbn;  ainfi  y—bn — abn-\-abu  ; la  fubfti- 
tution  de  cette  valeur  dans  la  troifieme 
équation  donne  ben — abcn-\-abcu-\-^—cn  ; 
donc  {= en — bcn-\-abcn — abeu;  fubftituant 
enfin  ceci  dans  la  quatrième  équation , on  a 
cdn — bcdn~\- abedn — abcdu-\-u=dn.  Ainfï 
dn  — cdn  -{-  bedn  — abedn  =• — abedu  -f-u, 
ou  bien  ( abcd — 1)  u=  abedn  — bcdn-\-cdrt 
— dn  ; d ou  l on  tire  u—  — — ‘—n 

( abcd-bcd+cd-d  ) 
abcd- i * 
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Par  conséquent  on  aura 

X ■=.  aicin-a'i'<+*in-*n  „ ( a bcd-acdc-ad-a  ) 

atcd-i  — n — . 

V -Cjn  ( abcd—abd+ab-b  \ 

J—  abTdü — « Tbcd^i  • 

obcdrt-tbcn+bcn-cn  ( abcd-abc  + bc-c  ) 

< ahrdf-w  11  • T -J 

abcd- 1 


n* 


& ; 


abcd-i 
_ abcdn-bcdn+cdn-da 
abcd-i 


:n. 


( abcd-bcd-h  cd-d) 


abcd- 1 


622. 

Septième  quejhon.  Un  Capitaine  a trois 
compagnies  : l’une  eft  de  Suiffes , l’autre 
eft  de  Suabes  , la  troisième  eft  de  Saxons. 
11  veut  donner  un  aSTaut  avec  une  partie 
de  ces  troupes , & il  promet  une  récom- 
pensé de  901  ecus  Sur  le  pied  fuivant  : 

Que  chaque  Soldat  de  la  compagnie 
qui  montera  à l’aSTaut , recevra  1 écu  , & 
que  le  refte  de  l’argent  fera  distribué  éga- 
lement aux  deux  autres  compagnies. 

Or  il  Se  trouve  que  Si  les  SuiSTes  donnent 
1 aSTaut  , chaque  Soldat  des  autres  com- 
pagnies reçoit  un  demi-écu  ; que  Si  les  Sua- 
bes vont  à 1 aSTaut , chacun  des  autres  reçoit 
Jecui  enfin,  que  fi  les  Saxons  donnent 
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l’affaut , chacun  des  autres  reçoit  *-  écu. 
On  demande  de  combien  d’hommes  étoit 
chaque  compagnie. 

Suppofons  le  nombre  des  Suifles  = x , 
celui  des  Suabes  — y , & celui  des  Saxons 
= {.  Et  faifons  de  plus  x-\-y-\-ç=f,  parce 
qu’il  eft  facile  de  voir  que  c’eft  le  moyen 
d’abréger  confldérableinent  le  calcul.  Si 
donc  les  Suifles  donnent  l’aflaut , leur  nom- 
bre étant  = x , celui  des  autres  lèra  f — x ; 
or  ceux-là  reçoivent  i écu , & ceux-ci  un 
demi-écu  ; ainfi  on  aura 

* + \f~~  r *=  9° l- 

On  trouvera  de  la  même  maniéré  que 

H les  Suabes  donnent  l’aflaut , on  a 

y-\-\f—  \y— 901* 

Et  enfin  que  , Il  ce  font  les  Saxons  qui 
montent  à l’aflaut , on  aura 

ï + -J—  ïî=9°*« 

Chacune  de  ces  trois  équations  fuffira 
pour  déterminer  une  des  inconnues  x, 
y & {S 

car 
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car  la  première  donne  at=i8oi — f, 
la  fécondé  donne  2^=2703 — -f9 
la  troifieme  donne  3^=3604 — f. 
Or  fi  Y on  prend  maintenant  les  valeurs 
de  6x  y 6y  & 6{ , & qu’on  écrive  ces 
valeurs  l’une  fous  l’autre  , on  aura 
6x=io8ii — 6f, 

6y=  8109—  3 f, 

6{=  7*08—  */, 

& ajoutant:  6/=z6i  29T—  uft  ou  17 J 
= 26119}  ainfi  /=i  532}  c’eft  le  nombre 
total  des  Soldats,  au  moyen  duquel  on 
trouve 

x=i8o2 — 1537=  165; 

27=2703— ij 37=1 166,  ou y=  583}  ‘ 
3^=3604 — 1537=2067,  OU  {=689. 

Réponfc.  La  compagnie  des  Suilfes  eft 
de  265  hommes  ; celle  des  Suabes,  de  583 
hommes } & celle  des  Saxons , de  689 
hommes. 
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CHAPITRE  V. 

De  la  rèfolution  des  Equations  pures  du 
fécond  degré. 

6 23. 

o N dit  qu’une  équation  eft  du  fécond 
degré , quand  elle  renferme  le  quarré  ou 
la  fécondé  puiflance  de  l’inconnue , fans 
qu’on  y trouve  des  puiflances  plus  élevées 
de  cette  inconnue.  Une  équation  qui  ren- 
fermer oit  aufli  la  troifieme  puiffance  de 
l’inconnue , appartiendroit  déjà  aux  équa- 
tions cubiques  , & fa  rèfolution  demande- 
roit  des  réglés  particulières. 

6 24. 

Il  n’y  a donc  que  trois  efpeces  de  termes 
dans  une  équation  du  fécond  degré.  En . 
premier  lieu  les  termes  où  l’inconnue  ne 
fc  trouve  pas  du  tout , ou  qui  ne  font 
çompofés  que  de  nombres  connus. 
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• En  fécond  lieu  , les  termes  dans  lefquels 
on  rencontre  feulement  la  première  puif» 
lance  de  la  quantité  inconnue. 

En  troifieme  lieu  , les  termes  qui  con- 
tiennent le  quarré  de  la  quantité  inconnue. 

Ainfi  x lignifiant  une  quantité  inconnue , 
& les  lettres  a,  b , c , d , & c.  reprélèntant 
des  nombres  connus , les  termes  de  la  pre- 
mière efpece  feront  de  la  forme  a , les 
termes  de  la  fécondé  efpece  auront  la  forme 
bx , & les  termes  de  la  troifieme  efpece 
auront  la  forme  cxx. 

6 25. 

On  a déjà  vu  fuffifamment  que  déux  ou 
plufieurs  termes  d’une  même  efpece  peu- 
vent fe  réunir  enfemble , & être  confidérés 
comme  un  feul  terme. 

Par  exemple  , on  peut  confidérer  comme 
un  feul  terme  la  formule  axx — bxx-\-c  xxy 
en  la  reprélèntant  par  (a — b-\-c)  xx  i 
puifqu’en  effet  a — b-\-c  elt  une  quantité 
copnue. 
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Et  quand  même  de  tels  termes  (e  trou- 
veroient  des  deux  côtés  du  ligne  = , on 
a vu  comment  on  doit  les  porter  d’un  même 
côté , & les  réduire  enfuite  à un  feul  terme. 
Soit , par  exemple  , l’équation 
îxx — jx-|~4=5xx — 
on  faudrait  d’abord  ixx , & il  vient 
— }x-)-4=)xx—Sx-\-i  i -, 
ajoutant  enfuite  8x  , on  obtient 

5 *+4=3**+ 11  > 

foullrayant  enfin  1 1 , il  refie  }xx=jx — 7. 

626. 

On  peut  aufïi  tranfporter  tous  les  termes 
d’un  même  côté  du  figne  = , de  façon  qu'il 
ne  refie  que  o dans  l’autre  membre  ; le 
principal  efl  de  faire  attention  que  quand 
on  tranfporte  des  termes  d’un  côté  à l’autre, 
il  faut  en  changer  les  lignes. 

C’ell  ainli  que  l’équation  ci-de3us  pren- 
dra cette  forme,  }xx — 5 x -J- 7=0,  & 
c’ell  aufli  pourquoi  on  peut  repréfenter 
toute  équation  du  fécond  degré  généra- 
lement par  cette  formule , 
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a xx+b  x+c=0 , 

dans  laquelle  le  figne  + fe  prononce  plus 
ou  moins  t & indique  que  de  tels  termes 
peuvent  être  tantôt  pofitifs  & tantôt 
négatifs. 

627. 


Quelle  forme  qu'ait  primitivement  une 
équation  du  fécond  degré , on  peut  toujours 
la  réduire  à cette  formule  de  trois  termes  : 
qu’on  foit  parvenu  , par  exemple , à 
l’équation 


ax  + i tx+f 

cx  + d ' gx  + h* 


il  faudra , avant  toute  chofe  r chaiïer  les 
fraftions  : multipliant  pour  cet  effet  d’abord 

■ / 17  cêxx+cfx+edx+fd 

par  cx-\-dy  on  a ax-\-b  = J—h , 

enfuite  par  g$ ~\-h  , on  a 

agxx+bgx+ahx+bh^cexx+cfx-ï-edx-t-fd, 
ce  qui  eft  une  équation  du  fécond  degré  , 
& qu’on  réduit  aux  trois  termes  fuivans, 
que  nous  tranfpoferons  en  les  rangeant  de 
la  maniéré  qui  eft  le  plus  en  ufage  :: 
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C—agxx+bgx-\-bh  , 

— cexx  -\-akx — fd  , 

— cfx, 

— edx. 

On  peut  repréfenter  auffi  cette  équation 
de  la  maniéré  fuivante  , qui  eft  même  plus 
claire  : 

O =(ag—cé)xx+(l>g-\-ah—cf—ed)x-\-bh—fd. 

628. 

Ces  équations  du  fécond  degré , où  toutes 
les  trois  efpeces  de  termes  fe  trouvent , fe  * 
nomment  complétés , & leur  réfolution  eft 
aufïi  lu  jette  à plus  de  difficultés  ; c’eft  pour- 
quoi nous  commencerons  par  confidérer 
celles  où  un  de  ces  termes  manque. 

Or  fi  c’étoit  le  terme  xx  qui  ne  fe  trou- 
vât pas  dans  l’équation  , elle  ne  feroit  pas 
du  fécond  degré  , mais  elle  apparrien- 
droit  à celles  dont  nous  avons  traité  ; que 
fi  c’étoit  le  terme  qui  ne  contient  que  des 
nombres  connus , qui  manquât , l’équation 
auroit  cette  forme,  axx+b  laquelle 
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étant  divifible  par  x , fe  réduit  à a x + b— o , 
qui  eft  pareillement  une  équation  du  pre- 
mier degré , & n’appartient  pas  ici» 

629. 

Mais  lorfque  c’eft  le  terme  moyen, 
lequel  contient  la  première  puiffance  de  x , 
qui  manque  , l’équation  revêt  cette  forme  , 
axx+c= o y ou  axx  =+c  s le  ligne  de  c 
pouvant  être  foit  pofitif , loit  négatif. 

Nous  appellerons  une  telle  équation,  une 
équation  du  fécond  degré  pure  , par  la 
raifon  que  fa  réfolution  ne  fouffre  aucune 
difficulté.  En  effet,  on  n’a  qu’à  divifer  par  a ,* 
on  obtient  xx  ==.  ,•  & prenant  de  part  & 
d’autre  la  racine  quarrée  , on  trouve  x 
au  moyen  de  quoi  l’équation  eft 

réfolue. 

630. 

Mais  nous  avons  à préfènt  trois  cas  à 
confidérer  ici.  Le  premier  , quand  e-  eft  un 
nombre  quarré , dont  on  puiffe  par  confé- 
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quent  afligner  réellement  la  racine , on 
obtient  dans  ce  cas  pour  la  valeur  de  x un 
nombre  rationnel , lequel  peut  être  ou 
entier  ou  rompu.  Par  exemple  , l’équation 
xx=i^4  , donne  jc=i  z ; & celle-ci,  xx 

= 76i  donne  x = 3-. 

Le  fécond  cas  a lieu,  quand ^ n’eft pas 
un  quarré , dans  lequel  cas  par  conféquent 
il  faut  fe  contenter  du  ligne  \/.  Si,  par 
exemple , xx—\ z,  onax  = \/iif  dont 
la  valeur  peut  fe  déterminer  par  approxi- 
mation , comme  nous  l’avons  fait  voir 
plus  haut. 

Le  troifieme  cas  enfin  eft  celui  où"  de- 
vient un  nombre  négatif;  alors  la  valeur 
de  x eft  tout-à-fait  impoflible&r  imaginaire, 
& ce  réfultat  prouve  que  la  queftion  qui 
a conduit  à une  telle  équation  , eft  im- 
poflible  d’elle-même. 

63  T. 

Nous  obferverons  encore , avant  que 
d’aller  plus  loin , que  toutes  les  fois  qu’il 
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eft  queftion  d’extraire  la  racine  quarrée 
d’un  nombre  , cette  racine  a toujours  deux 
valeurs,  dont  l’une  eft  pofitive  & l’autre 
négative.  Nous  avons  déjà  fait  remarquer 
cela  plus  haut.  Qu’on  ait  l’équation  **=49  , 
la  valeur  de  x ne  fera  pas  feulement  -f-  7 » 
mais  auffi  —7  , ce  qu’on  indique  par  *=+7. 
Ainfi  toutes  ces  queftions  admettent  une 
folution  double  ; mais  on  remarquera  ce- 
pendant que  dans  plufieurs  cas , dans  ceux , 
par  exemple,  où  il  s’agit  d’un  certain  nombre 
d’hommes,  l’on  comprend  bien  que  la  valeur 
négative  ne  fauroit  avoir  lieu. 

632. 

Dans  le  cas  précédent  même , où  c’eft 
a quantité  connue  qui  manque , les  équa- 
tions , axx—bx  y ne  Iaiflent  pas  d’admettre 
deux  valeurs  de  x , quoiqu’on  n’en  trouve 
qu’une  feule,  fi  l’on  divife  par  x.  Car  fi  l’on 
a,  par  exemple  , l’équation  xx=]x , où 
il  s’agit  d’afiigner  pour  x une  valeur  telle , 
que  xx  devienne  égal  à 3 .y  , cela  fc  fait 
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en  fuppofant  * = 3 , valeur  qu’on  trouve 
en  divifant  l’équation  par  x ,•  mais  outre 
cette  valeur  il  en  eft  encore  une  autre  qui 
fatisfait  également , c’ellx-=o;  car  alors 
xx  — o,  & }x  = o.  Toutes  les  équations 
du  fécond  degré  en  général  admettent  deux 
réfolutions , tandis  qu’une  feule  folutiore 
peut  avoir  lieu  pour  les  équations  du  pre- 
mier degré. 

Nous  allons  maintenant  éclaircir  par 
quelques  exemples  ce  que  nous  avons  dit 
fur  les  équations  du  fécond  degré  pures. 

633.  • 

Première  quejiion.  On  cherche  un  nom- 
bre dont  la  moitié  , multipliée  par  le  tiers , 
faffe  24  ? 

Soit  ce  nombreux:  il  faut  que^x, 
multiplié  par  j x , donne  24;  on  aura  donc 
l’équation  \ xx—  2 4. 

Multipliant  par  6 , on  a xx  — 1 44  ; & 
l’extraélion  de  la  racine  donne  *=+  12. 
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on  met  + j car  fi  x = + ■*  } on  a a x 6, 
& l-  x—  4 , & le  produit  de  ces  deux  nom- 
bres eft  24  j & fi  x = — 1 2 , on  a '-x= — 6, 
ScjX= — 4,  dont  le  produit  eft;  éga- 
lement 24. 

, c 

634. 

Seconde  quejlion.  On  cherche  un  nom- 
bre tel , qu’en  y ajoutant  5 , & en  en  re- 
tranchant 5 , le  produit  de  la  fomme  par 
la  différence  foit  = 96. 

Soit  ce  nombre  * , il  faudra  que  at-J-j  , 
multiplié  par  x—  5 , donne  96  ; d’où  réfulte 
l’équation  xx — 25=96. 

Ajoutant  25  ,onax*r=i  21;  &: extrayant 
la  racine,  il  vient  x—i  1.  Ainfi  jc— |— ç=i  <5 , 
& x — 5=6  ; or  en  effet  6.16  = 96. 

635. 

Troifieme  quejlion.  On  cherche  un  nom- 
bre tel , qu’en  l’ajoutant  à 1 o , & en  le 
retranchant  de  10  , la  fomme  multipliée  par 
le  rcfte  , ou  par  la  différence , donne  5 1. 
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Que  jc-  foit  ce  nombre  ; il  faut  que  i o+x , 
multiplié  par  io— x,  fafle  j i , & quainfi 
1 oo — xx=  j i.  Ajoutant  xxt  & fouftrayant 
ç i , on  a xjt=49  » dont  ^ racine  quarrée 
donfte  x—j. 

636. 

Quatrième  quejlion.  Trois  Joueurs  qui 
ont  fait  une  partie , fe  retirent  ÿ,  le  premier 
avec  autant  de  fois  7 écus , que  le  fécond 
a de  fois  trois  écus  j & le  fécond  avec  autant 
de  fois  17  écus , que  le  troifieme  a de  fois 
5 écus  ; & fi  on  multiplie  l’argent  du  pre- 
mier par  l’argent  du  fécond , & l’argent  du 
fécond  par  l’argent  du  troifieme , & enfin 
l’argent  du  troifieme  par  l’argent  du  pre- 
mier , la  fomme  de  ces  trois  produits  eft 
3830  j.  Combien  d’argent  ont-ils  chacun? 

Suppofons  que  le  premier  Joueur  ait  x 
écus  i & puifqu’il  a autant  de  fois  7 écus , 
que  le  fécond  a de  fois  3 écus , cela  fignifie 
que  fon  argent  eft  à celui  du  fécond , en 
raifon  de  7 : 3. 
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On  fera  donc  7 : 3 =x  , à l’argent  du 
fecond  Joueur  , qui  eft  donc  I x. 

De  plus , comme  l’argent  du  fécond 
Joueur  eft  à celui  du  troifieme  en  raifon 
de  17  : 5 , on  dira  17 : 5 = 2 * à l’argent  du 
troifieme  Joueur  , ou  à — x. 

Multipliant  à préfent  x , ou  l’argenudu 
premier  Joueur , par  | x , l’argent  du  fé- 
cond , on  a le  produit  Ix*. 

Après  cela  ,lx,  l’argent  du  fécond , mul- 
tiplié par  l’argent  du  troifieme , ou  par  il* 

* i ip  9 

donne  g.  xx.  Enfin  l’argent  du  troifieme  , 
ou  75  x , multiplié  par  * , ou  l’argent  du 
premier,  donne ^xx.  La  fomme  de  ces 
trois  produits  eft  xx-\-^xx-\-lLXx  ; & 
en  réduifant  au  même  dénominateur,  on 
la  trouve  = xx , ce  qui  doit  équivaloir 
au  nombre  3830!. 

On  a donc  **  = 3 8 3 o i. 

Ainfi'8^xx=  * ^92 , & 1 5 2 1 xx  étant 
égal  à 9572836  , divifant  par.  1521  , on 
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axx— & en  prenant  la  racine, 
on  trouve  x=^.  Cette  fra&ion  eft  en- 
core rédu&ible  à de  moindres  termes,  en 
divifant  par  13  j ainfi  x—^=y9j-,  & 
on  conclut  de  là  que  | x=  34 , & que  x 

= 10. 

Réponfe.  Le  premier  Joueur  a 79  ^ écus, 
le  fécond  334  écus  , & le  troifieme  fe 
retire  avec  10  écus. 

Remarque.  Ce  calcul  peut  fe  faire  encore 
d’une  maniéré  plus  facile  ; favoir  , en  pre- 
nant les  fafteurs  des  nombres  qui  s’y  pré- 
fentent , & en  faifant  attention  principa- 
lement aux  quarrés  de  ces  fa&eurs. 

On  voit  que  5 07—  3 . 1 69 , & que  1 69 
eft  le  quarré  de  13  ; enfiiite,  que  833== 
7.119,  & que  119  = 7.17.  Or  on  a 
**  = 3830  j , & fi  on  multiplie  par  3 , on 
a xx  = 1 1 49  2.  Qu’on  réfolve  au/fi  ce 

nombre  en  fes  fafteurs  j on  voit  d’abord 
que  le  premier  eft  4 , c’efl: -à-dire , que  11492 
= 4.2873  j déplus  2873  eftdivifible  pat 
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17 , de  forte  que  2875  = 17. 169.  Par  con- 
féquent  notre  équation  aura  la  forme  fui- 
vante  : — ? = 4.17.169,  laquelle , divifée 
par  169,  fe  réduit  à ^-xx=.^.  17  ; mul- 
tipliant de  plus  par  17 . 49  , & divifant  par 
9 , on  a xx=A-^~2.  f où  tous  les  fa&eurs 
font  des  quarrés  j d’où  il  fuit  qu’on  a , fans 
autre  calcul , la  racine  x = — 

comme  ci-devant. 

• 637. 

Cinquième  queflion.  Quelques  Négocians 
établiffent  un  Faéfeur  à Archangel.  Chacun 
d’eux  contribue  pour  le  commence  qu’ils 
ont  en  vue , dix  fois  autant  d’écus  qu’ils  font 
d’Aflociés.  Le  profit  du  Fafteur  eft  fixé  à 
deux  fois  autant  d’écus  qu’il  y a d’Aflociés 
pour  100  écus.  Et  fi  l’on  multiplie  la  ~ 
partie  de  fon  gain  total  par  2 1 , on  trouve 
le  nombre  des  Affociés.  On  demande  quel 
efi:  ce  nombre  ? 

Soit  ce  nombre = x ,•  & puifque  chaque 
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Afïocié  a fourni  iox  , le  capital  entier  eft 
— \r>vx.  Or  avec  chaque  centaine  d’écus 
je  Fafteur  gagne  ix  , fon  profit  fera  donc 
Ix'  avec  Je  capital  ioxx.  La  partie  de 
ce  gain  eft  -^x 5 ,•  multipliant  par  i ou 
'pardon  à^x’.oui  & c’eft  ce 
qui  doit  être  égal  au  nombre  des  Affociés  x. 

On  a donc  lequation  ix^x.our1 
— 2 i^x  f elle  paroît  d’abord  être  du  troi- 
fieme  degré  ; mais  comme  on  peut  divifer 
par  x , elle  fe  réduit  à l’équation  du  fécond 
degré  xx = i z 5 , d’où  l’on  tire  x = 1 5 . 

Réponfe.  11  y a quinze  Affociés , & chacun 
a contribué  150  écus. 


CHAPITRE 
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CHAPITRE  VI. 

De  la  réfolution  des  Equations  mixtes 
-du  fécond  degré. 

638. 

O N dit  d’une  équation  du  fécond  degré , 
qu’elle  eft  mixte  ou  complété , lorfqu’on 
y rencontre  trois  efpeces  de  termes , favoir , 
celle  qui  contient  le  quarré  de  La  quantité 
inconnue , comme  axx  ,•  celle  où  l’in- 
connue fe  trouve  feulement  élevée  à la 
première  puiflance,  comme  enfin  l’ef- 
pece  de  termes  qui  11’efi:  compofée  que  de 
quantités  connues.  Et  puifqu’on  peut  réunir 
deux  ou  plufieurs  termes  d’une  même  efpece 
en  un  feul , de  qu’on  peut  porter  tous  les 
termes  d’un  même  côté  du  figne=,  la  • 
forme  de  l’équation  mixte  du  fécond  degré 
fera  celle-ci  : 

axx  + bx  + c — 0. 

Nous  montrerons  dans  ce  Chapitre 
Tome  /.  L 1 
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comment  on  doit  tirer  la  valeur  de  x de 
ces  fortes  d’équations  -,  on  verra  qu’il  y a 
deux  routes  pour  y parvenir. 

639. 

» 

Une  équation  de  l’efpece  dont  il  s’agit  , 
peut  fe  réduire  , par  le  moyen  de  la  divi- 
fion  , à une  forme  telle , que  le  premier 
terme  ne  contienne  purement  que  le  quarré 
xx  de  l’inconnue  x.  On  laiflera  le  fécond 
terme  du  même  côté  où  ell  x , &:  le  terme 
connu  on  le  portera  de  l’autre  côté  du  figne 
=.  Notre  équation  prendra  de  cette  ma- 
niéré la  forme  xx  +px=+q  y où  p & q 
lignifient  des  nombres  connus  quelconques , 
pof  tifs  ou  négatifs  ; & tout  fe  réduit  à pré- 
lent  à déterminer  la  vraie  valeur  de  x.  Nous 
commencerons  par  remarquer  que  fi  xx 
-| -px  étoit  un  quarré  effe&if , la  rëfolution 
n’auroit  aucune  difficulté , parce  qu’il  ne 
s’agiroit  que  de  prendre  des  deux  côtés  la 
racine  quarrée. 
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640. 

Mais  il  eft  clair  que  xx-\-px  ne  fauroit 
être  un  quarré , puifque  nous  avons  vu  plus 
haut  que  fi  une  racine  efi:  de  deux  termes, 
par  exemple  x + n,  fon  quarré  contient 
toujours  tr,ois  termes , favoir,  outre  le  quarré 
de  chaque  partie  , encore  le  double  du 
produit  des  deux  parties  ; c’eft-à-dire , que 
le  quarré  de  x-\-n  efi:  xx-\-  mx-\-  nn.  Or 
nous  avons  déjà  d’un  côté  xx-\-px  , nous 
pouvons  donc  regarder  xx  comme  le 
quarré  de  la  première  partie  de  la  racine , 
& il  faut  en  ce  cas  que  p x reprélénte  lé 
double  du  produit  de  la  première  partie  x 
de  la  racine  par  la  fécondé  partie  ; par  confé- 
quent  cette  fécondé  partie  doit  être^, 
& en  effet  le  quarré  de  trouve 

être  xx-]-px-\~'-pp.. 

641. 

f 

Or  xx-\-px-\-  '-pp  étant  un  quarré  réel 
qui  a pour  racine  x~\-'-p , fi  nous  repre* 

L 1 » 
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nons  notre  équation  xx  -|- px  = q , nous 
n’avons  qu’à  ajouter  de  part  & d’autre  ^ pp , 
ce  qui  nou$  donne  xx-j-px- j-  i pp=q-\ — 
pp  y où  le  premier  membre  eft  effe&ive- 
ment  un  quarré , & où  l’autre  membre  ne 
renferme  que  des  quantités  connues.  Si  donc 
nous  prenons  des  deux  côtés  la  racine  quar- 
rée  , nous  trouvons  x~\-'-p~\/ ( '-pp-\-q)y 
& fouftrayant  l-p , nous  obtenons  ^ 

p-\- \/^pp-\~^  î & comme  toute  racine 
quarrée  peut  être  prife  foit  affirmativement , 
foit  négativement , nous  aurons  pour  x 
deux  valeurs  exprimées  de  cette  maniéré  : 

*=— r P±V;PP+9-  • 

642. 

, Voilà  la  formule  qui  contient  la  réglé, 
d’après  laquelle  toutes  les  équations  du 
fécond  degré  peuvent  être  réfolues , & il 
• fera  bon  d’en  imprimer  la  fubftance  dans  la 
mémoire  , afin  qu’on  n’ait  pas  befoin  de 
répéter  à chaque  fois  toute  l’opération  que 
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nous  venons  de  faire.  On  pourra  toujours 
ordonner  l’équation , de  façon  que  le  quarré 
pur  xx  fe  trouve  d’un  feul  côté , & qu’ainfi 
l’équation  ci-deflus  ait  la  forme  xx= — px 
+ î>  où  l’on  voit  alors  fur  le  champ  que 

x==  *p±  V\pp+<j- 

643. 

• 

La  réglé  générale  que  nous  déduifons 
de  là  pour  réfaudre  l’équation  xx= — px 
~\-q  > confifte  donc  en  ceci  : 

Que  la  quantité  inconnue  x eft  égale  à 
la  moitié  du  nombre  qui  multiplie  x dans 
l’autre  membre’  de  l’équation  ,plus  ou  moins 
la  racine  quarrée  du  quarré  du  nombre  que 
l’on  vient  de  dire , & de  là  quantité  connue 
qui  forme  le  troifieme  terme  de  l’équation. 

C’eft  ainfi  que  fi  on  avoit  l’équation  xx 
z=6x 7 , on  diroit  aufii-tôt  que  x=z-^ 

+^9  + 7 = 3 + 4 , d’oÙTéfultent  ces  deux 
valeurs  de  I.)  x=j  ;®I.)  *=—  i.  Pa- 
reillement l’équation  xx=iox — 9 , don* 

Ll  3 
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neroit  x=<j  + \/25  — 9 — î dt  4>  c’eft-à- 
dire  que  les  deux  valeurs  de  x font  9 & 1 . 

644. 

On  fe  mettra  encore  mieux  au  fait  de 
cette  réglé  en  diftinguant  les  cas  fuivans  : 
I.  ) fi  p eft  un  nombre  pair  ; II.  ) fi  p eft  un 
nombre  impair  ; & III.)  fi/iell  un  nombre 
rompu. 

Soit  \.) p un  nombre  pair  , & l’équation 
telle  que,  xxp=ipx- \-<]t  on  aura  x —p 

±y/pp-\r<{. 

Soit  II.  ) p un  nombre  impair , & l’équa- 
tion xx=px+q,  on  aura  y '^pp+qi 

& puifque  '-pp-\-qz=.F^\  on  pourra  ex- 
traire la  racine  quarrée  de  ce  dénomina- 
teur , & écrire x—l-p  + 

Enfin  III.)  Sbit p une  fraélion  , on  pourra 
réfoudre  l’équation  de  la  maniéré  qui  fuit  : 
Que  l’équation  en  .qucllion  foit  celle-ci, 
axx—bx-\-c , ou  xx  = on  aura, 

par  la  réglé,  * = + ï*  °r  £ 
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î r __w+4«  0jj  je  dénominateur  efh  un 

I a a,  a a 7 


t • r b -f- 1 /bb  + +ac 

quarre}  ainli  x = . 


645. 

L’autre  voie  qui  conduit  à la  réfolution 
des  équations  du  fécond  degré  mixtes , eft 
de  les  transformer  en  des  équations  pures. 
Cela  fe  fait  en  fubftituant , par  exemp.  dans 
l’équation  xx=px-\-q , à la  place  de  l’in- 
connue x,  une  autre  inconnue  y' , telle  que 
x—y  -f-  p ; au  moyen  de  quoi , quand 
on  a déterminé  y , on  trouve  aufli-tôt  la 
valeur  de  x. 

Si  nous  faifons  cette  fubftitution  de  y 
-\-'-pà  la  place  de  x , nous  avons  xx=yy 

Jrpy-\~hpp  >&px  =py  Jr\ppi  Par  C0I> 

féquent  notre  équation  fe  change  en  celle- 

ci  = y y -\-py +\pp  —py + \ppM  > le 

réduit , en  fouftrayant  py  , d’abord  à y y 
+ î pp=\ pp-\-<J  i & enfuite , en  fouftrayant 
pp t)ayy=.x-pp— j-^.  Ceci  eft  une  équa- 
tion du  lëcond  degré  pure , qui  donne  aufti- 

L 1 4 
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tôty=  + y l-ppJ^.qm  Orpuirque^=y+^, 

on  a x—'-p^y/'-pp-^-cj  , ainlî  que  nous 
l’avons  trouvé  ci-dcflus.  Il  rfc  nous  relie 
donc  qu’â  éclaircir  cette  réglé  par  quelques 
exemples. 

646.  • 

Première  quejlion.  J’ai  ‘deux  nombres  ; 
l’un  furpafle  l’autre  de  6 , & leur  produit 
elt  91.  Quels  font  ces  nombres  ? 

Si  le  plus  petit  eft  x , l’autre  elt  x-\-6, 
èz  leur  produit  91  z=zxx~\-6x. 

Souftrayant  bx , il  relie  xx—yi — 6x, 

fk  la  réglé  donne  x— — 3 + y^9+9l— — 5 
+ 10  i ainlî  x—j  , & x= — 1 3. 

Rcp.  La  queftion  admet  deux  folutions: 
Suivant  l’une,  le -plus  petit  nombre  x 
ell=7  , & le  plus  grand  x-{-6  = i 3. 

Suivant  l’autre  , le  plus  petit  nombre  x 
= — 13  , & le  plus  grand  *-|-6= — 7* 

647. 

Seconde  quejlion.  Trouver  un  nombre 
tel  que , li  de  Ion  quarré  je  retranche  9 , 

r 
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il  me  vienne  un  nombre  qui  foit  d’autant 
d’unités  plus  grand  que  i oo , que  le  nom- 
bre cherché 'eft  plus  petit  que  23. 

Soit  le  nombre  cherché  = x ; je  vois  que 
xx  — 9 furpafle  1 00  de  ata:  — 109.  Et  puis- 
que x eft  au-deflous  de  13  de  23 — x , j’au- 
rai cette  équation  :xx  — 109  = 23—  x. 

Donc  xx— — x , , par  la  réglé, 

*=--±  v'pTT,  =-  ';±  t/f  =— ; 

+— . Ainfi  x=i  1 & x = — 12. 

2 

Réponfe.  Lorfqu’on  ne  demande  qu’un 
nombre  pofttif , ce  nombre  cherché  eft  1 1 , 
dont  le  quarré  moins  9 eft  112,  & par 
conféquent  de  1 2 plus  grand  que  1 00 , de 
même  que  1 1 eft  de  1 2 plus  petit  que  23.* 

648. 

Troijieme  quejîion.  Trouver  un  nombre 
tel , que  ft  on  multiplie  fa  moitié  par  fon 
tiers , & qu’au  produit  on  ajoute  la  moitié 
du  nombre  qu’on  cherche  , le  réfultat 
foit  30. 


E V E M E N S 

Qu’on  fuppofe  ce  nombre  —xt  fa  moi- 
tié , multipliée  par  Ton  tiers , fera  ~ xx  ,•  il 
faut  donc  que  atjc— J—  ^ x=yo.  Multipliant 
par  6,  on  a xx  — j— 3 180,  ou  xx=. — 3 x 

-f-180,  ce  qui  donne  x= — \A  + i8o 


Par  conféquent  xeft  ou=u,  ou  égal 

— 1 î* 

649. 

Quatrième  queflion.  Trouver  deux  nom- 
bres qui  foient  en  proportion  double  , & 
tels  que  fi  on  ajoute  leur  fomme  à leur 
produit , on  obtienne  90. 

Soit  l’un  des  nombres  =x,  & le  plus 
grand  = ix , leur  produit  fera  = 2 xx , & 
fi  on  y ajoute  }x  ou  leur  fomme,  la  nou- 
velle fomme  doit  faire  90.  Ainfi  ixx-\-]x 
= 90  j ixx=zyo  — )xjxx= — ~x-j~4 j, 
d’où  l’on  tire  x= — - 4-  \/  — -f  4 5 = — - + — . 

Par  conféquent  x—6  , ou  x= — 7^. 


n*  A L G E ~B  R E. 


ï 39 


650. 

Cinquième  quefllon . Un  Maquignon  qui 
a acheté  un  cheval  pour  un  certain  nom- 
bre d’écus , le  revend  pour  1 19  écus,  & 
il  gagne  autant  pour  cent  écus , que  le 
cheval  lui  a coûté.  On  demande  ce  qu’il 
en  a voit  payé  ? 

Suppofons  que  le  cheval  ait  coûté  x écus  ; 
comme  le  Maquignon  y gagne  x pour  cent, 
on  dira  1 00  donnent  le  profit  x : que  donne 
x ? Réponfe , Puis  donc  qu’il  a gagné  - 
& que  le  cheval  lui  coûte  x écus  d’achat , 
il  faut  qu’il  l’ait  vendu  pour  donc 

*-j-  ^=119.  Souftrayant  x,  on  a *— 

— — x~\~  1 ‘9  ; & multipliant  par  100,  il 
vient  xx  = — îcox-j-i  1900.  Appliquant 
maintenant  la  réglé  , on  trouve  x=. — 50  * 

.+  \/i  5 Oû-j-i  1900= — ||0+V14400 
= — 50  + 1 ic. 

Réponfe.  Le  cheval  a coûté  70  écus , & 
puifque  le  Maquignon  a gagné  70  pour 


Digitized  by  Google 


540  E L Ê M E N S 

cent  en  le  revendant , le  profit  doit  avoir 
été  de  49  écus.  Le  cheval  doit , par  confé- 
quent , avoir  été  revendu  en  effet  pour  70 

+ 49,  c eff-à-dire  pour  119  écus. 

* 

65I. 

Sixième  quejlion.  Quelqu’un  acheté  un 
certain  nombre  de  pièces  de  drap  ; il  paye 
pour  la  première  2 écus  j pour  la  fécondé , 

4 écus  ; pour  la  troifieme  , 6 écus , & de 
même  toujours  2 écus  de  plus  pour  les 
fuivantes  ; & toutes  les  pièces  enfemble  lui 
coûtent  110  écus.  Combien  y avoit-il  de 
pièces  ? 

Soit  le  nombre  cherché  =x  ; & voici 
le  plan  de  ce  que  l’Acheteur  a payé  pour  _ 
les  différentes  pièces  : 

pour  la  1 , 2 , 3 , 4 , 5 x 

il  paye  2,4,6,8,10  ix  écus. 

11  s’agit  par  conféquent  de  fommer  la  • 
progreffion  arithmétique  2 +4+6+8+10 
+ ....  . ix , qui  eft  de  x termes,  afin  d’en 
déduire  le  prix  de  toutes  les  pièces  de  drap 
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prifes  enfèmble.  La  réglé  que  nous  avons 
donnée  plus  haut  pour. cette  opération, 
exige  qu  on  ajoute  le  dernier  terme  & le 
premier.  La  fomme  eft  ix  1 ; qu’on  mul- 
tiplie cette  fomme  par  le  nombre  des 
termes  * , le  produit  eft  ixx  -j-  ix  ,•  qu’on 
divife  enfin  par  la  différence  2 , le  quotient 
eft  xx  -J-at,  c’eft  la  fomme  de  la  progref- 
fion  ; ainfi  Ion  a xx-^-xz=  i ro;  donc  xx 

=~ *+IIO>  fkx=—  i^^/TIjrTTô 

: 1 1 - I \/ 441. l 1 ai 

T a~+r— l0- 

Réponfe.  Le  nombre  des  pièces  de  drap 
achetées  eft  10. 

652. 

Septième  queflion.  Quelqu’un  a acheté 
plufieurs  pièces  de  drap  pour  1 80  écus.  S’il 
avoit  reçu  pour  la  même  fomme  3 pièces 
de  plus  , il  auroit  eu  la  piece  à meilleur 
marché  de  3 écus.  Combien  a-t-il  acheté 
de  pièces  ? 

Faifons  le  nombre  cherché  = a:  chaque 
piece  aura  coûté  réellement  écus.  Or  fi 
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l’Acheteur  avoit  eu  x + ) pièces  pour  180 
écus,  la  piece  lui  feroit  revenue  à ^ écus; 
& puifque  ce  prix  eft  moindre  de  3 écus 
que  le  prix  réel , il  faut  que  nous  ayons 
l’équation  , 

1S0 180 

x+3  x 5 * 

Multipliant  par  x , nous  avons  1 80 

— 3 Xi  divifant  par  3 , l’on  a 6~  =60— x ; 
multipliant  par  jc  — |—  3 , nous  aurons  6ox 
==18 o-]- 5 yx — xx  j ajoutant  xx , l’on  aura 
Xx-\-6ox=i  8o-f-57*  i fouftrayant  6ox , 
nous  aurons  xx= — 3 at— J—  180. 

La  réglé  donne  par  conféquent 
— \ + y/\  + * 80  , ou  — \-\- 7 
= 11. 

Réponfe.  On  a acheté  pour  1 80  écus  1 1 
pièces  de  drap  à 1 5 écus  la  piece  , & fi 
on  eût  obtenu  3 pièces  de  plus , favoir  1 f 
pièces  pour  180  écus , la  piece  ne  feroit 
revenue  qu’à  ï z écus,  c’eft-à-dire,  à 3 écus 
de  moins. 
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653. 

Huîtleme  quejlion.  Deux  Marchands  en- 
trent en  fociété  avec  un  fonds  de  1 00  écus  ; 
l’un  laifîe  fon  argent  dans  la  fociété  pendant 
trois  mois , l’autre  laifîe  le  fien  pendant  deux 
mois  , & chacun  retire  99  écus  de  capital 
& d’intérêts.  On  demande  quelle  part 
chacun  avoit  fourni  au  fonds  ? 

Suppofons  que  le  premier  Aflocié  ait 
contribué  x écus , l’autre  aura  contribué 
100 — x.  Or  celui-là  retirant  99  écus,  fon 
profit  eft  99  — x , qu’il  aura  acquis  en  trois 
mois  avec  le  capital  x ÿ & puifque  le  fécond 
retire  pareillement  99  écus  , fon  profit  eft 
x — 1 , qu’il  aura  acquis  en  deux  mois  de 
temps  avec  le  capital  100  — x;  & il  eft 
clair  que  le  profit  de  ce  fécond  AlTocié  eût 
été  — , s’il  avoit  refté  trois  mois  dans  la 
fociété.  Maintenant  , comme  les  profits 
acquis  dans  le  même  temps  font  propor- 
tionnels aux  capitaux  , nous  avons  évidem- 
ment Jf:99 — x =1 00 — x:^~. 


Digitized  by  Google 


544  E L É M E N s 

L’égalité  du  produit  des  extrêmes  & de 
celui  des  moyens  donne  l'équation* 

• 5^^=9900  — 199  x+xx; 
multipliant  par  2,  nous  aurons  \xx — 

= 19800 — }9$x-\-ixx  i fouftrayant  ixx , 
l’on  aura  xx — 3=19800 — 3 980c-  y ajou- 
tant }x,  nous  aurons  a:.x= 19800 — 39^. 


Donc  par  la  réglé 


Réponfe.  Le  premier  Aflocié  a contribué 
43  écus  , & l’autre  écus.'  Le  premier 
ayant  gagné  en  trois  mois  5 4 écus , auroit 
gagné  en  un  mois  1 8 écus  ; & le  fécond 
ayant  gagné  en  deux  mois  44  écus , auroit 
gagné  en  un  mois  22  écus  : or  ces  deux 
. profits  s’accordent  ; car  , fi  avec  45  écus 
on  gagne  1 8 écus  dans  un  mois  de  temps  , 
on  gagnera  dans  le  même  temps  22  écus 
avec  55  écus. 


éj4. 
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Neuvième  quejlicn.  Deux  Payfannes  por- 
tent enfemble  100  œufs  au  marché  j l’une 
en  porte  plus  que  l’autre  , & cependant  le 
produit  eft  le  même  pour  l’une  & pour 
l’autre.  La  première  dit  à la  fécondé  : Si 
j’avois  eu  les  œufs  , j’aurois  retiré  1 5 fous. 
L’autre  lui  répond  : Si  j’avois  eu  les  tiens , 
faurois  retiré  6 j fous.  Combien  d’œufs 
chacune  a-t-elle  portés  au  marché  ? 

Que  la  première  ait  eu  x œufs  , la  fé- 
condé en  aura  eu  100 — x. 

Puis  donc  que  celle-là  eût  vendu  100 
— x œufs  pour  1 5 fous,  on  fera  la  réglé 
de  trois  fuivante  : 


100  — x : 1 < =x....  à fous. 

' lOZ-X 

De  même , puifque  la  fécondé  eût  vendu 
x œufs  pour  6 ~ fous , on  trouvera  com- 
bien 100  — x œufs  lui  euflent  rendu,  en 
difant  : 


^ • y • ■ 100  ' x fut  a 


Tome  I. 
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Or  les  deux  Payfannes  ont  retiré  autant 
d'argent  l’une  que  l’autre  ; nous  avons  par 
confequent  1 équation , ~rx=  — - — , qui 
fe  réduit  à celle-ci , 

2 j xx=  iooooo  — 4000JC  ; 

Si  enfin  à cclie-ci , 

xx ~ — 1 6o*-{-2oco  j 

d’oh  l’on  tire 

X ’ = — 80-}~v/^400'j-2000^=ï: — 3o-|-120 
. =40. 

Riponfc.  La  première  Payfanne  avoit 
40  œufs,  la  fécondé  en  avoit  60  , & cha- 
cune a retiré  10  fous. 

655- 

Dixième  quejlion.  Deux  marchands  ven- 
dent chacun  d’une  certaine  étoffe  ; le  fé- 
cond en  vend  j aunes  de  plus  que  le  pre- 
mier , & ils  tirent  enfemble  3 5 ccus.  Le 
premier  dit  au  fécond  : J’aurois  retiré  de 
votre  étoffe  24  écus  ; l’autre  répond,  & 
moi  j aurois  retiré  de  la  vôtre  1 2 écus  & 
demi.  Combien  d’aunes  avoicnt-ils  chacun  \ 
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Suppofons  que  le  premier  ait  eu  x aunes , • 
le  fécond  aura  eu  x-\-  3 aunes.  Or  puifque 
le  premier  eût  vendu  *-j-3  aunes  pour  24 
écus , il  faut  qu’il  ait  retiré  ~ écus  de  fes 
* aunes.  Et  quant  au  fécond,  puifqu’il  eût 
débité  x aunes  pour  1 2 ^ ccus , il  faut  qu’il 
ait  vendu  fes  *-(-3  aunes  pour  ; ainfi 
là  fomme  totale  qu’ils  ont  retirée  eA’~* 
+ ^ = 3 5 ccus. 

Cette  équation  fe  réduit  à xx—iox 

— 75 , d’où  l’on  tirex=io  + \/ 100  — 75 
s=i  0 + 5* 

Rcponfe.  La  queAion  a deux  folutions  : 
fuivant  la  première , le  premier  Marchand' 
avoit  1 $ aunes , 8e  le  fécond  en  avoit  1 8 ; 
6c  puifque  celui-là  eût  vendu  i8  aunes  pour 
24  écus,  il  aura  vendu  fes  1 5 aunes  pour 
20  écus  ; le  fécond , qui  eût  vendu  1 5 aunes 
pour  1 2 écus  & demi  ; aura  vendu  fes  18 
aunes  1 5 écus  $ donc  en  effet  ils  ont  tiré 
3 5 écus  de  leur  marchandife. 

Suivant  la  fécondé  folution  , le  premier 

M m 2 
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Marchand  avoit  5 aunes,  & l’autre  8 aunes 5 
ainfi , puifque  le  premier  eût  débité  8 aunes 
pour  24  écus , il  aura  retiré  1 5 écus  de  fes 
5 aunes;  & le  fécond , puifqu’il  eût  vendu 
5 aunes  pour  1 2 écus  & demi , fes  18  aunes 
lui  auront  rendu  20  écus.  La  fomme  elt 
encore  35  écus. 


CHAPITRE  VII.'  • 

J)c  L' extraction  des  racines  des  nombres 
polygones . 

656.  - 

ous  avons  fait  voir  plus  haut  comment 
on  doit  déterminer  les  nombres  polygones  j 
or  ce  que  nous  avons  nommé  alors  un  côté  , 
s’appelle  aufli  une  racine.  Si  donc  on  indique 
la  racine  par  x , on  trouvera  ce  qui  fuit 
pour  tous  les  nombres  polygones  : 
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le  III  gone , ou  le  triangle, 

le  iv  gone  , ou  le  quarré  , xx  , 

le  v gone 

le  vi  gone ixx — x, 

le  vu  gone ^~y 

le  viii  gone ^xx — ixt 

fe7.r*-ÇJC 

ix  gone -L~, 

le  x gone axx — }x, 

■ (n-i)xx- 

le  n gone — — 1 — 


657. 

Nous  avons  fait  voir  fuffifamment  plus 
haut , qu’il  eft  facile , par  le  moyen  de  ces 
formules , de  trouver  , pour  une  racine 
•donnée  quelconque , un  nombre  polygone 
cherché.  Mais  lorfqu’il  s’agit  de  trouver 
réciproquement  le  coté  , ou  la  racine  d’un 
polygone  dont  on  connoît  le  nombre 
des  côtés , l’opération  eft  plus  difficile 
& demande  toujours  la  rélolurion  dun* 
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équation  du  fécond  degré.  Cela  fait  que 
cet  article  mérite  d etre  traité  ici  féparé- 
ment.  Nous  le  ferons  par  ordre  , en  com- 
mençant par  les  nombres  triangulaires , & 
fn  paflant  de  là  à ceux  d’un  plus  grand 
nombre  d’angles. 

658. 

* 1 

Soit  donc  91  le  nombre  triangulaire 
donné  , & duquel  on  cherche  le  côté  ou 
la  racine. 

‘ Si  nous  faifons  cette  racine  = x , il  faut 
que  x^~  foit  = 9 1 j que  xx  -J-  x = 1 8 2 , 
& — x + i8*,  & par  conféquent 

que  \A+  *8i=—  r+V^p 

t= — 1 3.  Nous  en  concluons  que 
la  racine  trigonale  cherchée  eft  1 3 -,  car 
le  triangle  de  13  eft  91. 

659. 

Mais  foit  en  général  a le  nombre  trigonal 
donné , & qu’on  en  cherche  la  racine. 
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Si  on  la  fait  — xt  on  a — a , ou  xx 
►j-  x=ia  ; donc  xx=~ „r-|-  la  , & par 
la  réglé  , x— — j-j-  vA-}-  ia  > ou  .v  =3 

_ i+l/ Sj  + 1 

" • 

2 

Ce  réfultat  donne  la  réglé  qui  fuit  : Pour 
trouver  une  racine  trigonale , il  faut  mul- 
tiplier par  8 le  nombre  trigonal  donné  , 
ajouter  1 au  produit,  extraire  la  racine  de 
la  fomme  , fou  lirai  re  1 de  cette  racine  , 
& divifer  enfin  le  relie  par  2. 

660. 

On  voit  par-là  que  tous  les  nombres 
trigonaux  ont  la  propriété,  que  lî  on  les 
multiplie  par  8 , & qu’on  ajoute  l’unité  au 
produit , la  fomme  ell  toujours  un  quarré  : 
la  petite  table  qui  fuit  en  donne  quelques 
exemples. 

Triangles : I,  3',  6,  IO,  tf  , il  , 28  , 36,  43  , f f &C.' 
8 fois + 1:9, 15 ,49, 81, 121, 169,  215,  289,  361,441  & c. 

On  remarquera  que  fi  le  nombre  donné 
* ne  fatisfait  pas  à cette  condition , c’cll 
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■figne  que  ce  n’cft  pas  un  nombre  frigonal 
rcel , ou  qu’on  ne  peut  en  indiquer  une 
racine  rationnelle. 

66 1.  - 

f • 

Qu’on  cherche  , fuivant  cette  réglé  , la 
racine  trigonale  de  210,  on  aura  a=2io 
&*8a-j-i  = i68i  , dont  la  racine  quatrée 
eft  41  ; d’où  l’on  voit  que  le  nombre  210 
eft  réellement  triangulaire  , & que  fa  ra- 
cine efl:  = = 20.  Mais  fi  On  donnoit 

pour  trigonal  le  nombre  4 , & qu’on  pro- 
posât d’en  afïigner  la  racine , elle  fe  trou- 
veroit  — ^ — \ , & par  conféquent  irra- 
tionnelle j cependant  on  trouve  réellement 
■# 

le  triangle  de  cette  racine  ~ , de  la 

itfaniere  qui  fuit  : 

Puifque  x— , on  a xx=l7-~-U  f 
& en  y ajoutant  x , la  fomme  cfi:  xx-\-x 
t=~—S  , & par  conféquent  le  triangle, 
ou  le  nombre  trigonal  = 4. 


Digitized  by  Googli 


d' A l s e b r e.  yyj 


662. 

Les  nombres  tétragones  étant  la  même 
chofë  que  les  quarrés , ils  ne  caufent  au- 
cune difficulté.  Car  fuppofons  le  nombre 
tétragone  donné  = a,  & fa  racine  cher- 
chée = x , nous  aurons  xx  = a,  & par 
conféquent  x = \/a  ; de  forte  que  la  ra- 
cine quarrée  & la  racine  tétragone  font  la 
même  chofè. 


663..  • 

Pafîbns  donc  aux  nombres  pentagones. 
Soit  zi  un  nombre  de  cette  cfpece  , & 
x fa  racine  j if  faudra  que  = 11 , ou 
$xx — x=44,  ou  xx=jx-\~j.  On  tire 

de  11 

Donc  4 efl  la  racine  pentagone  du  nom- 
bre 22. 

664. 


Qu’on  propofe  maintenant  la  queftion  : 
étant  donné  le  pentagone  a 3 trouver  fa 
racine. 


É L É M E N S 

I 


Soit  cctts  racine  ==x  , on  aura  l’équa- 
tion =a  y ou  ]xx — x=za,  ouatjc^=I 
x-\-j-t  au  moyen  de  quoi  on  trouve  a: 


Lors  donc  que  a eft  un  pentagone  effeftif, 
il  faut  que  1 4a  -J-  1 foit  un  quarré. 

Que  330  foit,  par  exemple,  le  penta- 
gone donné , la  racine  fera  x=  - 


66  5. 

. Soit  à préfent  a un  nombre  hexagone 
donné  , & qu’on  en  cherchera  racine. 

Si  on  la  fuppofe  — x,on  aura  ixx — x 
— a,  ou  xx  — -a--}-  a ; d’où  l’on  tire  x 

= Ainiî  pour 

que  a foit  réellement  un  hexagone  , il  faut 
que  8a  1 devienne  un  quarré  ; d’où  l'on 
voit  que  tous  les  nombres  hexagones  font 
compris  dans  les  trigonaux  ; mais  il  n en 
eft  pas  de  même  des  racines. 

Soit , par  exemple , le  nombre  hexagone 
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ïiij  , fa  racine  fera  x=z  \?Y'9*?±  =- 

4 4 

= 25. 

666. 

Suppofons  a un  nombre  heptagone  , du- 
quel il  foit  queftion  de  trouver  le  côté  ou 
la  racine. 

Soit  cette  racine  = x , on  aura 

1 

= a y ou  xx  = l x -j-  ~ a , ce  qui  donne  x 

==^  + V^îS5  + Tous  les 

nombres  heptagones  ont  par  conféquent  la 
propriété , que  fi  on  les  multiplie  par  40 
& qu’on  ajoute  9 au  produit , la  l'omme 
efi:  toujours  un  quarrc. 

Soit , par  exemple  , le  heptagone  1059; 

on  trouvera  fa  racine  =x=  = 

JO  10  . 

P=29- 

667. 

Qu’on  entende  par  a un  nombre  aéîo- 
gone  , duquel  on  veuille  trouver  la  ra- 
cine x. 

On  aura  }xx—  ix=a,  ou  xx='^x-^ja  9 
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d’où  réfulte  a:  = I + y/  i l±^L 
Tous  les  nombres  oélogones  font  tels,  par 
conféquent , que  fi  on  les  multiplie  par  3 
& qu’on  ajoute  l’unité  au  produit,  lafomme 
eft  conftammcnt  un  quarré. 

Soit , par  exemple  , 3 8 1 6 un  oélogone  j 

ù racine  fera  * — 11*6^== 11121  = 36. 

3 3 1 

668. 


Soit  enfin  a un  nombre  n gone  donné 
dont  il  s’agifle  de  déterminer  la  racine  ; on 
aura  cette  équation  : 


(«■  4 ---—a,  ou  (n — i)xx — ( n — 4) 

x=ia , par  conféquent  xx=- 4- - 


on  en  tire 
x 


n-4  , * 

a(T7j'T  V Ti n-2  * 


OU 


/ (n — 4)  1 8(n — î)j 

■f rrSr+  V jT  +4i»-*r  » ou 


x .«-4+1/ 8 (n — : ) <r-f-  (n  — 4~)* 

Cette  formule  renferme  une  réglé  gé- 
nérale pour  trouver  toutes  les  racines  poly- 
gones poflibles  de  nombres  donnés. 
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Par  ex.  Toit  donné  le  nombre  xXlv  gone 
3 009  ; puifque  a eft  ici  = 3 009  & n=  1 4 , 
on  a ^ 2 = 21  & n — 4 = 20;  donc  la 

racine  on  jk,  = io+V/,îî9ss4+4oo 10+718 — . _ 

7t 7* 

1 1 

CHAPITRE  VIII. 

De  Vextraclion  des  Racines  quarrées  de» 
Binômes. 

669. 

On  nomme  en  Algèbre  un  binôme  (*),' 
une  quantité  compofée  de  deux  parties  qui 
font,  ou  toutes  affe&ées  du  ligne  de  la 
racine  quarrée  , ou  dont  l’une  au  moins 
renferme  ce  ligne. 

C’ell  par  cette  raifon  que  3 y/ 5 eft 

(*)  Quoique  dans  I'Algebre  on  nomme  en  général 
binôme  une  quantité  compofée  de  deux  termes,  M.  Euler 
s jugé  à propos  d’appeler  ainfî  en  particulier  les  exprel- 
fions  que  les  Analyftes  françois  défîgnent  par  quamitcf 
iP  finie  ïommtnfurjllci  , (/  en  partie  inco.r.mir.JurabUi. 
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un  binôme  , & pareillement  \/  8 -J-  y/  3 • 
& il  eft  indifférent  que  ces  deux  termes 
foient  joints  par  le  fgne-j-ou  par  le  ligne 
• — . C’eft  pourquoi  3 — y/  5 eft  aufli  bien 
tin  binôme  que  3~|-y/ 5. 

670. 

La  principale  râifori  pour  laquelle  ces 
binômes  méritent  attention  , c’eft  que  dans, 
la  réfolution  des  équations  du  fécond  degré, 
c’eft  toujours  à des  quantités  de  cette  forme 
qu’on  parvient , lorfque  la  réfolution  ne 
peut  fe  faire.  Par  exemple  , l’équation  x.x 
z=6x — 4 donne  .r  = 3 -f-  y/ 5. 

On  fent  bien  , par  conféquent , que  ces 
formules  doivent  fe  préfehter  fréquemment 
dans  les  calculs  algébriques  ; aufii  avons- 
nous  eu  foin  plus  haut  de  faire  voir  com- 
ment on  doit  les  traiter  dans  les  opérations 
ordinaires  de  l’Addition,  de  la  Souftrac- 
tion  , de  la  Multiplication  & de  la  Divi- 
fîon  j mais  ce  n’eft  qu’à  préfent  que  nous 
femmes  en  état  de  montrer  comment  on 
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doit  en  extraire  les  racines  quarrées , c’cft- 
à-dire , autant  que  cette  extra&ion  eft 
poffible  ; car , quand  elle  ne  l’eft  pas , on 
fe  contente  de  donner  un  nouveau  ligne 
radical  à la  quantité.  La  racine  quarrée  de 

j + y'ieft  v/T+VT- 

67I. 

Il  faut  obfcrver  d’abord  que  les  quarrés 
de  tels  binômes  font  aufii  des  binômes 
pareils , dans  lefquels  meme  un  des  termes 
cil  toujours  rationnel. 

Car , qu’on  prenne  le  quarré  de  a + y/ b , 
on  trouvera  (aa-|-/>)-j-  xa  y/ b.  Si  donc  il 
s’agifïoit  réciproquement  de  prendre  la 
racine  de  la  formule  (aa-\-b)-]-ra  y/  b , on 
la  trouverons  a -|- \/ b , & il  cfl-,  fans 
contredit,  bien  plus  facile  de  s’enlaire  une 
idée  de  cette  maniéré , que  fi  on  avoit  fim- 
plement  mis  encore  le  figne  y / devant  cette 
formule.  De  meme  , fi  on  prend  le  quarré 
de  y/ b y on  trouve  (a-\-b)-\-i\/ab  ; 
donc  réciproquement  la  racine  quarrée  de 
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(a-j-^)  -j- 1 y/ a.b  fera  y/ a-f- y/ b , laquelle 
fera  pareillement  plus  facile  à faifir,  que 
fi  on  le  contentoit  de  mettre  le  figne  y/ 
devant  la  quantité. 

* 672. 

Il  s’agit  donc  principalement  de  déter- 
miner un  caraélere  qui  puifle  faire  recon- 
noître  dans  tous  les  cas  fi  une  telle  racine 
quarrée  a lieu  ou  non.  Nous  commence- 
rons , dans  ce  deflein  , par  une  formule 
facile  , en  cherchant  fi  on  peut  afiigner , 
dans  le  fens  que  nous  avons  dit , la  racine 
quarrée  du  binôme  5-f-z  y/ 6. 

Suppofons  donc  que  cette  racine  foit  y/ x 
y y ; le  quarré  en  efl:  ( 2.  y/xy  , 

& il  doit  être  égal  à la  formule  5 2 \/ 6. 

Par  conféquent  la  partie  rationnelle  x -\-y 
doit  être  égale  à 5 , & la  partie  irration- 
nelle 2 y. xy  doit  être  égale  à 1 y/<5.  Cetre 
derniere  égalité  donne  y/ xy—y 6 ,8c  xy 
= 6.  Or  puifque  x-\^y—j  , on  a y—$ 
rr~x , 8c.  cette  valeur  fubfiituée  dans  l’équa- 

. tioa 
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tîon  xy~6 , produira  5 x-\-xx=6 , ou  xx 
~)x^6.  Donc  j = { 

•4-^  = 3.  Ainfijf=3  & y—i , d’où  nous 
concluons  que  la  racine  quarrée  de  5 + x y/(5 
eft  \/ 3 +>/»• 

673. 

Comme  nous  avons  trouvé  ici  les  deux 
équations , 1.  ) x-\-y=  5 , & II.  ) xy  = 6, 
nous  allons  indiquer  une  voie  particulière 
pour  en  tirer  les  valeurs  de  a:  & de^. 

Puifque  x-\-y=  j,  qu’on  prenne  les 
quarrés  xx-\-ixy-\-yy=.ij  j faifant  atten- 
tion maintenant  que  xx — ixy-^-yy  cft  Je 
quarté  de  x — y , qu’on  fouftraie  de  xx 
+ xxy-f-yy=i  j l’équation  xy=6  prife 
quatre  fois  , ou  4xy=i4 , afin  d’avoir  xx 
— ixy-j-yy= 1 } car  prenant  à préfent 
les  racines , on  a x— y=i  ; & x-\ -y  étant 
= j , on  trouvera  aifément  *=3  6cy=i, 
Donc  la  racine  quarrée  de  j-f eft 

V^+v^.  ; 

l Tome  /.  N 13  . 
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674. 

Confidérons  le  binôme  général  a+y/b,  & 
fuppofons  là  racine  quarrée  —y/x+y/y,  nous 
aurons  l’équation  (*+y  ) + iy/xy=a+y/b  ; 
ainfi  x+y—a  , & iy/xy=y/bt  ou  4 xy=b  * 
fouftrayant  ce  quarré  du  quarré  de  l’équa- 
tion x-\-y=a , ou  de  xx  -f-  2xy-j-yy=aa  , 
il  relie  xx — • ixy-\-yy—a.a — b , dont  la  ra- 
cine quarrée  eft  x — y=\/ aa—~6.  Or  x 
*\-y =a;  nous  avons  donc  & 

<y=—  - , 8:  par  conféquent  Va  racine 

quarrée  cherchée  de  a- 1-  y//»  eft  '**V—-* 

675. 

Nous  conviendrons  que  cette  formule 
eft  plus  compliquée  que  ft  l’on  eût  mis 
ftmplement  le  ligne  radical  \/  devant  le 
binôme  donné  c+y/i  , & qu’on  eût  écrit 

y/a-j-y£.  Mais  conlîdérons  que  ladite 
formule  peut  fefimpliiier  beaucoup,  Iorfquç 
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Igs  nombres  a & b font  tels  que  aa — b 
devient  un  quarré , puifqu’alors  le  ligne  y/ 
qui  eft  fous  le  ligne  \/  le  trouve  éliminé. 
Nous  voyons  en  même  temps  qu’on  ne 
peut  extraire  commodément  la  racine  quar- 
rée  du  binôme  a-|- y/ b 3 que  lorfque  d<t 
— b=cc  ; car  dans  ce  cas  la  racine  quarrée 

cherchée  eft  y/Hï-j-  y/îp  j & que  lî  aa 
b n’eft  pas  un  quarré  parfait , on  ne  peuy 
indiquer  plus  convenablement  la  racine 
quarrée  de  a-\- y/ b , qu’en  mettant  le  ftgne 
radical  y / devant  cette  quantité. 

676.  ? 

La  condition  donc  qui  eft  requife  pour 
qu’on  puifle  exprimer  d’une  façon  plus 
commode  la  racine  quarrée  d’un  binôme 
a 4~  \/ b , c’eft  que  aa — b foit  un  quarré  ; 
& lî  on  indique  ce  quarré  par  cc  , on  aura 

pour  la  racine  quarrée  en  queftion  \/~ 
4*  y/V»  ft  faut  remarquer  de  plus  que  la 
racine  quarrée  df  «— y/ b fera  y/ 

N a 2 
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car , en  prenant  le  quarré  de  cette  formule  J 

on  trouve  a — i ’■>  or  puifque  cc=aa 
— b y & par  conféquent  aa — u—b , le 

« même  quarré  fe  trouve  — a — i y/  h-= a 
ér^=--v/i. 

677. 

Lors  donc  qu’il  s’agit  d’extraire  la  racine 
quarrée  d’un  binôme  tel  que  a + y/  b , la 
réglé  eft  de  fouftraire  du  quarré  aa  de  la 
partie  rationnelle  le  quarré  b de  la  partie 
irrationnelle,  de  prendre  la  radie  quar- 
rée du  refte  , & en  nommant  cette  racine 

c,  d’écrire  pour  la  racine  cherchée  \/^ 

±S?. 

67 8. 

Qu’on  cherche  la  racine  quarrée  de  1 
y/ 3 , °n  a a=z  & &=  3 ; donc  aa — b 
t=cc=i  , 1 i ainfi  la  racine  cherchée 

Qu’il  s’agifle  de  trouver  la  racine  quarrée 
du  binôme  1 1 -J-  6 y/2  f on  aura  a = 1 1 , 
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ic  \/  y/ zjpar  conféquent  3 = 36.2 
= 7 2 , & aa  — 3=49  » ce  qui  donne  c =7  j 
& il  refaite  de  là  que  la  racine  quarrée  de 
1 1 -f-  6 y/ 2 eft  y/ 9-}-  y/  2 , ou  3 + A 
Qu’on  cherche  la  racine  quarrée  de  1 1 
2 y/ 30  : ici  a = i 1 & y/ 3 = 2 y/ 30; par 
conféquent  3=4.  30=1 20,  & aa — 3=i  f 
& c=  1 i donc  la  racine  cherchée  = y/  <S 

-fv's. 

679. 

Cette  réglé  a lieu  également , lors  même 
que  le  binôme  renferme  des  quantités  ima- 
ginaires ou  impoflibles. 

Soit  propofé , par  exemple , le  binôme 
1 _|_4  y/  — 3 , on  aura  a—  1 & y/3=4  y/ 
— 3 , c’eft-à-dire , 3= — 48  & aa  — 3=  49* 
Donc  c=7 , & par  conféquent  la  racine 
quarrée  qu’on  cherche  = y/  4— — 3=* 

rf  V—  3- 

Autre  exemple.  Soit  donné  — 7 -{-7 
— 3,,  nous  avons  a — — 7;  y/ b=[  y/ — 3 > 
& 3=7. — 3 = — 7.  Donc  <za — 3=M~ 

*-  * VT  ^ ^ 

Nn  3 
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1 & C=  i ; & le  réfultat  cherché  eft 

Vï+V-  “H-y- ► 

Un  autre  exemple  remarquable  eft  celui 
où  il  s’agit  de  trouver  la  racine  quarrée  dè 
jt  yj — i . Comme  il  n’y  a point  ici  de  partie 
rationnelle , on  aura  a = o;  orv^^Vi 
'_i  & b=i — 4 , donc  aa — £=4  &c=i} 
par  conséquent  la  racine  quarrée  qu’on 
cherche  eft  \/ 1 -j-  \/ — i = 1 “H  y/  1 » 
en  effet  le  quarré  de  cette  quantité  eft  i 

►4-2  %/■"■“  1 : — 1==z  V — *• 

680. 

Suppofons  encore  qu’il  le  préfentât  une 
équation  telle  que  xx=a+\/  b ,<k  que  aa 
. — b fût  = cc  i on  en  concluroit  la  valeur 

de*=\Ar±V^r  > ce  qui  peut  être 
d’ufage  en  bien  des  cas. 

Soit , par  exefnple , xx  = 1 7 -f- 1 1 V 1 j 
tm  aura  x—$-\- = V z* 

681. 

Ce  cas  a eu  lieu  principalement  dans  la  ré- 
solution de  quelques  équations  du  quatrième 
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degré,  par  exemple,  de  x4  = iaxx-\-d. 
Car  fx  T on  fuppofe  xx— y,  on  a x4=yy9 
ce  qui  réduit  l’équation  donnée  à vy  = iay 
►]-</,&  d’où  l’on  tire y=a+y/ aa-j-d.  On 
Û donc  xx=xi+y/aa-\-dt  & par  conféquent 
encore  une  extra&ion  de  racine  à faire. 
Or , puifqu’ici  y/ b = \/aa+d,  on  aura  b 
:=aa-[-</,&  aa — b—  — d.  Si  donc  — d eft 
Un  quarré  comme  cc , c’eft-à-dire  que  d 
c= — cc  y on  pourra  aligner  la  racine  de- 
mandée. 

Suppofons  qn’effeftîvement  d= — cc,ou 
bien  que  l’équation  du  quatrième  degré 
propofée  foit  x*  = iaxx — cc  , nous  trou- 
verons donc  x — y/ïp  + y/ 

682. 

Nous  rendrons  plus  fenfible,  par  quel- 
ques exemples,  ce  que  nous  venons  de  dire. 

i°.  On  cherche  deux  nombres  dont  le 
produit  foit  1 o 5 , & dont  les  quarrés  falTenf 
cnfemble  274. 

Nn  4 
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Indiquons  ces  deux  nombres  par  x 6c  y t 
nous  aurons  les  deux  équations,  I.)  xy 
S=i05 , & II.)  xx-\-yy  = i74. 

La  première  donne y='-^ > & cette  va- 
leur àey  étant  fubftituée  dans  la  fécondé 
équation , nous  avons  xx-\-~'z=  274. 

Donc  *4+to  j’==i74x-jf , ou  xA=ij4xx 

105*. 

Si  nous  comparons  maintenant  cette 
équation  avec  celle  de  l’article  précédent , 
nous  avons  10  = 274,  & — cc= — io$*i 
par  conféquent  c=io$  ,& 0=137,  Nous 
trouvons  par  conféquent 

*==  \/iES+  \/35i  = , , +4. 

Il  s’enfuit  de  là  que  x eft,  ou=  1 5 ; 
ou  =7.  Dans  le  premier  cas  y =7  , dans 
le  fécond  cas  y=  1 5 . Donc  les  deux  nom- 
bres cherchés  font  1 5 & 7, 

683. 

Il  fera  bon  cependant  de  remarquer  que 
ce  calcul  peut  fè  faire  beaucoup  plus  fa- 
cilement d’une  autre  maniéré.  Car  puifque 
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xx-\-ixy-\-yy  & xx — ixy-\-yy  font  des 
quarrés , & que  nous  connoiffons  les  va- 
leurs de  xx  ~\~yy  & de  xy , nous  n’avons 
qu’à  prendre  le  double  de  cette  derniere 
quantité , l’ajouter  à la  première  & l’en  fouf- 
traire , comme  on  va  voir  : xx-\-yyxxiy^ 
Si  on  y ajoute  x xy  = 2 1 o , on  a xx  + xxy 
*\-yy= 4S4,  ce  qui  donne  x-\-y=ix. 

Souflrayant  à préfent  xxy , il  relie  xx 
•~-ixy-j-yy==  64 , d’où  l’on  tire  x—y=x  8. 

Ainli  zxz=^o  & xy^=  14,  & par  con- 
féquent  *=15  &y= 7. 

La  queftion  générale  qui  fuit , le  réfout 
par  la  même  méthode. 

2e.  On  cherche  deux  nombres , dont 
le  produit  foit  = /rc , & la  fomme  des 
quarrés  = /2. 

Si  ces  nombres  font , l’un =# , l’autre 
=y,  on  a les  deux  équations  fuivantes  : 
I.)  xy—m , II.)  xx-\-yy=n.  Or  xxy—im 
étant  ajouté  à xx-\ -yy—n  , on  a xx-j-ixy 
’\~yy~n-\-xm  y & par  conféquent  x -j -y 
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Mais  fouflrayant  ixy,  il  refie  xx — ixy 
tf-yy=n — im  , d’où  l’on  tire  x — y 
a=\/n — îmj  on  aura  donc  x=^y/n+zm 

j+J  Vn—Im,&y==;  \/ n+im—\  y/ n—zm. 

684.  > 

v 30.  On  cherche  deux  nombres  tels  que 
leur  produite  3 5 , & la  différence  de  leurs 
quarrés=24.  _ 

Soit  le  plus  grand  dés  deux  nombres =#> 
& le  plus  petit  —y,  on  aura  les  deux  équa- 
tions xy~-$  5 j & xx — yy=z±  4;  & les 
mêmes  avantages  n’ayant  pas  lieu  ici,  on 
procédera  par  la  voie  ordinaire.  La  pre- 
mière équation  donne  y=x^,  & , en  fubf- 
tituartt  cette  valeur  de  y dans  la  féconde  * 

on  a xx — ^ = 24 . Multipliant  par  xx , 
©n  a x* — 1225  = z^xx  , & x*  = z/yxx 
-j-1125.  Or,  le  fécond  membre  de  cette 
équation  étant  affefté  du  ligne  -J- , on  n* 
pourra  pas  faire  ufage  de  la  formule  donnée 
ci-deffus,  parce  que  cc  étant  =—  12 2J  * 
c deviendroit  imaginaire. 
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Qu’on  faffe  donc  xx  = ^,  on  aura 
t=  24^ -f- 1 215  , d’où  l’on  tire  { = 1 i 
j+y/  144+nif,  ou  {=1 1+37;  par  con- 
séquent jcj:  = i2  + 37,  c’eft-à-d.  ou=49 
,ou  = — 25. 

Si  on  adopte  la  première  valeur , on  a 

x=7  &y=  5. 

Si  on  adopte  la  féconde  valeur,  on  a 
*=/- m &,=p^  = v^=^ 

— 49.  : 

685.  * 

Nous  terminerons  ce  Chapitre  par  la 
que  dion  fuivante  : 

4°.  On  cherche  deux  nombres  tels  qu’il 
y ait  égalité  entre  leur  fomme , leur  pro- 
duit & la  différence  de  leurs  quarrés. 

' Soit  x le  plus  grand  des  deux  nombres, 
& y le  plus  petit  ; il  faudra  que  les  trois 
formules  qui  fuivent  foient  égales  entre 
elles  : K ) la  fomme  x-j-y  ; II.  ) le  produit 
xy  ; III.)  la  différence  des  quarrés  xx — yyt 
Si  l’on  compare  la  première  avec  la 
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fécondé,  on  a x-\-y=xy , ce  qui  donnera 
une  valeur  de  x ; car  on  aura  y=  xy — x 
=x  (y  — i),  & Par conféquent 

x-j-y=~ -,  & xy=jL\ , c’eft-à-dire  que 
la  fomme  eft  en  effet  égale  au  produit  ; 
& c’eft  à quoi  doit  être  égale  auffi  la  dif- 
férence des  quarrés.  Or  on  a xx — y y 
= — — yy  — faifant  donc  ceci 

égal  à la  quantité  trouvée  , on  a j~ 
divifant  par  yy,  il  vient  ~ 
==^r^7>  multipliant  par  ( y — i )*,  on  a 
y — 1= — yy-\-iy  > par  conféquent  yy==y 

*f-i.  Cela  donne  y=^+V^-{-  i = { 
+ y/{  ou  y — , & on  aura  donc  x 

I+k'î 

Vî-I* 

Pour  chaffer  la  quantité  fourde  du  déno- 
minateur, on  multipliera  les  deux  termes 

par  5 + »>  & on  obtiendra 

* — ’ a * 

Réponfe.  Le  plus  grand  des  nombres 
cherchés,  ou  x , = Lpj  & ie  plus  petit, 
Ainfi  leur  fomme  x ~\-y=z  x 
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» ^eur  produit  xyz=2  + y/f  • & 
puifque  &yy  =^p,  onaauffi 

la  différence  des  quarrés  xx — yy=zt 

rf'V'V  ' . 

686. 


Comme  cette  folution  éroit  affez  longue  i 
il  fera  bon  de  faire  remarquer  qu’on  peut 
l’abréger.  Qu’on  commence  par  foire  la 
fbmme  x-j-y  égale  à la  différence  des 
quarrés  xx—yy , on  aura  x-\ -y=zxx—yy  ; 
& divifant  par  x-\~y , à caufe  de  xx — yy 
= y)  (•* — y) » on  trouve  i=x — y 
& x=y-\-i.  Par  conféquent  x-\-y=zy 
4"I  , & xx — yy=2y-j-i  } de  plus  le 
produit  xy  ou  yy  -| -y  devant  être  égal  à la 
même  quantité,  on  a yy-\-y=iy-\-i  > 
ou  yy—y-j-i  , ce  qui  donne , comme 
ci-deffus , y = l~. 


687. 


50.  La  queftion  précédente  nous  conduit 
à confidérer  encore  ceUe-çi  ; Trouver  deu^ 
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nombres  tels , qu’il  y ait  égalité  entre  leva 

fomme  , leur  produit  & la  fomme  de  leurs 

• / 

quarrés. 

Nommons  x &y  les  nombres  cherchés  j 
il  faut  qu’il  y ait  égalité  entre  1.)  x-\-y  , 
II.)  xy  , & III.)  xx-{ -yy. 

Comparant  la  première  & la  fécondé 
formule  , nous  avons  x-j -y=xy  3 d’oii  nous; 


tirons  x—-~y-  ; par  conféquent  xy  ou  x-\-y 
Or  la  même  quantité  équivaut  à 
xxJryy  > ainfî  nous  avons— -f-  yy 
= Multipliant  par  yy — *y4~l  » le 
produit  eft  xyy=f  —yy > 

ou  y 4 = yy'  — 3 yy  ,•  & en  divifant  par 
yy  j nous  avons  yy=yy — 3 ; ce  qui  donne 
y + «/*  — 1 —3J±zl . par  conféquent 

y_l  = 'Alf  d’où\éfulte  & 

en  multipliant  les  deux  termes  par  1—  */— 3 , 
le  réfultat  eft  x=^~  ou 3”^  -. 

Réponfe.  Donc  les  deux  nombres  cher- 
chés font  x = ^7^  , & y = 3 a 3 » leur 
fomme  eft  x-\-y=y  *,  leur  produit  xy=  3 ; 
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enfin  , puifque  xx — & yy  = ^ 

-la  fomme  des  quarrés  xx-j-yy  = 3. 

688. 

On  peut  abréger  confidérablement  ce 
Calcul  par  un  artifice  particulier , qui  eft 
applicable  aulïî  dans  d’autres  cas.  Il  confifte 
à exprimer  les  nombres  cherchés  par  U 
' fomme  & par  la  différence  de  deux 
lettres , au  lieu  de  les  indiquer  par  des 
lettres  fimples. 

Qu’on  fuppofe  , dans  notre  derniere 
queftion , l’un  des  nombres  cherchés = p 
•4- ? , & l’autre  —p — q , leur  fomme  fera 
2 p i leur  produit  fera pp  — qq , & la  fomme 
de  leurs  quarrés  fera  = 1 pp  -f-  iqq , & ces 
trois  quantités  doivent  être  égales  entr’elles. 
Égalant  d’abord  la  première  à la  fécondé , 
on  a ip—pp—qq , ce  qui  donne  qq=pp—ip. 
Subftituant  cette  valeur  de  qq  dans  la  troi- 
lieme  quantité , & compat^nt  le  réfultat 
APP — AP  avec  la  première  , on  a ip=^pp 
*—4p,  d’où  l’on  tire />  = *■, 


F 
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Par  conféquent  qq= — & q 
de  forte  que  les  nombres  que  nous  cher- 
chons font p-\-q=.¥¥p-  , & p—q=^~ , 
comme  nous  les  avons  trouvés  ci  deflus. 


/ 

/ 


CHAPITRE  IX. 


/a  nature  des  Equations  du  fécond  degré* 


689. 

O N a vu  fuffifamment  par  ce  qui  pré- 
cédé , que  les  équations  du  fécond  degré 
font  réfolubles  de  deux  maniérés  ; & cette 
propriété  mérite  à tous  égards  d’être  exa- 
minée , parce  que  la  nature  des  équations 
d’un  degré  fupérieur  ne  peut  que  recevoir 
par-là  beaucoup  de  jour.  Nous  remonte- 
rons donc  avec  plus  d’attention  aux  caufes 
qui  font  que  toute  équation  du  fécond  degré 
admet  une  double  folution  j elles  renfer- 
ment indubitablement  une  propriété  effen- 
tielle  de  ces  équations. 
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690. 

I!  cft  vrai  que  nous  avons  déjà  vu  que 
cette  double  foliation  provient  de  ce  que 
la  racine  cfiivréc  d’un  nombre  quelconque 
peut  être  prife  , Toit  politive , fait  négative  \ 
cependant , comme  ce  principe  ne  s’apoli- 
queroit  pas  aifémcnr  à des  équations  de 
dimensions  plus  hautes , il  fera  bon  de 
développer  clairement  la  même  propriété 
encore  d’une  autre  maniéré.  Nous  pren- 
drons pour  exemple  l'équation  du  fécond 
degré  , x.r=i  ix — j > , &:  nous  donnerons 
une  nouvelle  raifon , par  laquelle  cette  équa- 
tion eft  réfoluble  de  deux  laçons , en  ad- 
mettant pour  x les  deux  valeurs  5 & 7 qui 
lui  fatisfont  également. 

691. 

Il  eft  plus  convenable  pour  notre  but , 
de  commencer  par  tranfpofer  les  termes 
de  l’équation  , de  maniéré  qu’un  des  mem- 
bres devienne  o j cette  équation  prend  par 
Tome  I.  O o 
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conféquent  la  forme  xx — izx-j-^=oi 
& il  s’agit  à préfent  de  trouver  un  nombre 
tel  que , fi  on  le  fubltitue  à x , la  formule 
xx — i ijc— j—  3 5 fe  réduilè  effectivement  à 
rien  j il  fera  queftion  après  cela  de  mon- 
trer pourquoi  cela  peut  fe  faire  de  deux 
maniérés. 

692. 

Or  le  tout  confifie  ici  à faire  voir  avec 
clarté , qu’une  quantité  de  la  forme  xx 
— 1 ix  — |—  $ 5 peut  être  envilàgée  comme  le 
produit  de  deux  fadeurs  ; ainfi  en  effet  la 
formule  dont  nous  parlons  eff  compofée 
des  deux  fa&curs  (*—  5 ) . (*—7) . Car  puifque 
cette  quantité  doit  le  réduire  à o , il  faut 
aufii  que  le  produit  (x — 5)  ,(x — 7)  = o} 
mais  un  produit , de  quelque  nombre  de 
faélcurs  qu’il  foit  compofé  , devient  =0  , 
lors  même  qu’un  feul  de  ces  faéfcurs  fe 
réduit  à o ; c’eft  un  principe  fondamental 
auquel  il  faut  faire  attention , fur-tou  r quand 
il  s’agit  d’équations  de  plufieurs  degrés. 
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693. 

On  comprend  donc  aifément,  que  le 
produit  (x — 5 ) .(x — 7)  peut  devenir  o de 
deux  façons  : l’une  , quand  le  premier  fac- 
teur x — 5—  o;  l’autre,  quand  le  fécond 
faéteur  x — 7 = 0.  Dans  le  premier  cas 
x—  j , dans  l’autre  cas  x=y.  La  raifon  eft 
donc  très-claire  , pourquoi  une  telle  équa- 
tion xx  — 1 2.  oc  — j—  3 5 = o , "admet  deux 
folutions  j c’eft-à-dire , pourquoi  on  peut 
afligner  pour  x deux  valeurs  qui  fatisfont 
également  à l’équation.  Cette  raifon  fon- 
damentale confiée  en  ce  que  la  formule 
xx  — 1 3 5 peut  être  reprélcntée  parle 
produit  de  deux  facteurs. 

694. 

Les  mêmes  circonftances  fe  retrouvent 
dans  toutes  les  équations  du  fécond  degré. 
Car , apres  avoir  porté  tous  les  termes  d’un 
même  côté  , on  ne  manque  jamais  de  par- 
venir à une  équation  de  la  forme  xx — ax 

O o 1 
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~|-/;  = o,  6c  cette  formule  peut  toujours 
être  regardée  pareillement  comme  le  pro- 
duit de  deux  fa&eurs  , que  nous  repréièn- 
terons  par  (x — p)x — q , fans  nous  embar- 
ralfcr  quels  nombres  font  les  valeurs  de  p 
6c  de  q.  Or  ce  produit  devant  être  — o 
par  la  nature  de  notre  équation , il  eft  clair 
que  cela  peut  arriver  de  deux  maniérés  : 
en  premier  lieu  , lorfque  x=p  ; 8c  en  fé- 
cond lieu , lorfque  x—q  ; 8c  ce  font-là  les 
deux  valeurs  de  x qui  fatisfont  à l’équation. 

695. 

Voyons  maintenant  de  quelle  nature 
doivent  être  ces  deux  fa&eurs,  pour  que 
la.  multiplication  de  l’un  par  l’autre  repro- 
duife  exaflcment,  notre  formule  xx — ax 
-}- b . Nous  trouvons  , en  les  multipliant 
réellement , xx  — (/?-}— ^)  x -j -pq  ; or  cette 
quantité  doit  être  la  même  choie  que  xx 
— ax-\-b , il  faut  donc  évidemment  que 
p-\-q=.a , 8c  pq—b.  Ainlî  nous  apprenons 
cette  propriété  bien  remarquable , que  dans 
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toute  équation  de  la  forme  xx — nr^h — q7 
les  deux  valeurs  de  v font  telles  que  leur 
fomme  eft  égale  k a,  tk  leur  produit  égal 
à b ; d’où  il  fuit  que  , dès  qu’on  connoît 
l’une  des  valeurs , on  trouve  aulîi  l’autre 
1 facilement. 

696. 

Nous  venons  de  conlidérer  le  cas  où  les 
deux  valeurs  de  .r  font  pofttives , & qui 
exige  que  le  fécond  terme  de  l’équation 
. ait  le  ligne  — , & que  le  troificme  terme 
ait  le  ligne  Confidérons  donc  aulïi  les 
cas  dans  lefquels  foit  l’une  ou  toutes  les  deux 
valeurs  de  v deviennent  négatives.  Le  pre- 
rnier  de  ces  cas  a lieu,  lorfque  les' deux 
faéteurs  de  l’équation  donnent  un  produit 
de  cette  forme  (.v — p)  (x-j-ÿ  ) ,•  car  alors 
! les  deux  valeurs  de  x font  x—p  S:  x= — q ; 

l’équation  elle-même  devient  xx  -}-  (q—p) 
f x — py— o s le  lecond  terme  a le  ligne  -J- , 
: quand  q ed:  plus  grand  que  p , 8e  le  ligne 

> — , quand  q eft  plus  petit  que  p ; enfin  le 
troifieme  terme  e(t  tou; ours  négatif. 

. O o 3 
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Le  fccoild  cas , où  les  deux  valeurs  de 
x font  négatives , a lieu , lorfque  les  deux 
faéleurs  font  (*-]-/?)  (A  -j-ÿ)  ,•  car  on  a 
a— — p & x— — q i l'équation  elle-même 
devient  xx  -|-  (p-\-q)  x-\-pq=o  , où  le 
fécond  comme  le  troifieme  terme  font 
affcétcs  du  ligne 

697. 

Les  lignes  du  fécond  & du  troifieme 
terme  nous  font  connoître  par  conféquent 
la  qualité  des  racines  d’une  équation  quel- 
conque  du  fccon d degré.  Soit  l’équation 
xx ....a x z=  o : fi  le  fécond  tk  le  troi- 
fieme terme  ont  le  figue  + , les  deux  valeurs 
de  x font  négatives  -,  fi  le  fécond  terme  a 
le  fgne  — , &r  quc.le  troifieme  terme  ait 
+>  les  deux  valeurs  font  pofitives  ; enfin, 
fi  le  troifieme  terme  aficéic  de  même  le 
ligne  — , une  des  valeurs  en  queftion  eft 
pofitive.  Mais  dans  tous  les  cas  au  relie  le 
fcccnd  terme  contient  la  fomme  des  deux 
valeurs , & le  troifieme  terme  contient  leur 
produit. 


Digiflzed  by  Google 


Dy  A L G E B R E.  583 

698. 

On  trouvera  très-facile  , après  ce  qui  a 
été  dit , de  former  des  équations  du  fécond 
degré  qui  renferment  deux  \jaleurs  données 
à volonté.  On  demande , par  exemple , une 
équation  telle  que  l’une  des  valeurs  de  x 
foit  7 , &:  que  l’autre  foit  — 3 . Qu’on  forme 
d’abord  les  équations  Amples  x—7  & x 
— — 3 ; enfuite  de- là  celles-ci , x — 7 = o 
& * + 3 = 0 , on  aura  de  cette  maniéré 
les  facteurs  de  l’équation  cherchée , laquelle 
devient  par  conféquent  xx — 4.Y — 2ir=o. 
Auflî  en  appliquant  ici  la  réglé  donnée  plus 
haut,  trouve-t-on  les  deux  valeurs  de  x 
fuppofées;  car  h jc*  = 4* -{- 2 1 , on  a x 
= 2 + y/ 2$  = 2+5 , c’eft-à-dire  x=y,  ou 
*=—  3- 

699. 

11  peut  arriver  aufli  que  les  valeurs  de 
or  deviennent  égales  : qu’on  cherche , par 
exemple,  une  équation  où  ces  deux  valeurs 
foient=  j , les  deux  facteurs  feront  (x — 5) 

O o 4 
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(x — Q,&  l’cquation  cherchée  fera  xx 

— io.y— {-  = o.  Dans  cette  équation  x 

paroît  n’avoir  qu'une  valeur  ; mais  c’eft  que 
x i'c  trouve  doublement  = 5 , comme  la 
folution  ordinaire  le  fait  voir  pareillement; 
car  onaxx=iox — *5  ; donc  *=5+  \/  o 

— 5 + 0,  c’tft-a-dire  que  x eft  de  deux 
façons  — 5. 

700. 

U11  cas  remarquable  fur-tout , 3c  qui 
arrive  quelquefois  , c’eft  celui  où  les  deux 
valeurs  de  x deviennent  imaginaires  ou  im- 
pofibles  ; car  il  eft  tout-à-fait  impofiible 
alors  d’afîigner  pour  x une  valeur  telle 
qu’elle  fatisfafle  à l’équation.  Qu’on  fe  pro- 
pofe,  par  exemple  , de  partager  le  nombre 
a o en  deux  parties  , telles  que  leur  pro- 
duit foit  30;  fi  on  nomme  a*  une  de  ces 
parties  * l’autre  fera=  10  — x , <Sc  leur  pro- 
duit fera  1 ox  — xx  = 30;  donc  xx  = 1 or 

— 30 ,3c  x—j  + y/_  5 , ce  qui  eft  un  nom- 
bre imaginaire  qui  apprend  que  la  quelhon 
pft  impofiible. 
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701. 

II  efl  donc  très-important  de  trouver  un 
figue  auquel  on  puifTe  reconnoître  fur’  le 
champ  fi  une  équation  du  fécond  degré 
efl  pofiible  ou  fi  elle  ne  l’efl  pas. 

Reprenons  l’équation  générale  xx — a* 
r>\-b  — o , nous  aurons  xx  — ax — b , & x 

— :adl  V~aa — On  voit  par-là  que  fi  b 
efl  plus  grand  que  '-aa  , ou  4 b plus  grand 

que  aa , les  deux  valeurs  de  x deviennent 
toujours  imaginaires , vu  qu’il  s’agiroit  d’ex- 
traire la  racine  quarrée  d’une  quantité 
négative  ; tk  au  contraire  , que  fi  b efl  plus 
petit  que  i ca,  ou  même  plus  petit  que  Oj 

c efl-à-dirc  que  ce  fuit  un  nombre  négatif  j 
les  deux  valeurs  feront  pofiiblcs  ou  réelles; 
Au  refie , qu’elles  foient  réelles  ou  quelles 
foient  imaginaires , il  n’en  ell  pas  moins 
vrai  qu’on  pourra  toujours  les  exprimer  j 
&:  qu’elles  ont  aufft  toujours  la  propriété 
que  leur  fomme  efl  — aySi  leur  produit 
Dans  l’équation  xx — é.v-j-  ro=0  j 
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. par  exemple  , la  Tomme  des  deux  valeurs 
de  x doit  être  —6  , & le  produit  de  ces 
deux  valeurs  doit  être=  i o ; or  on  trouve, 
I.)  x=\  +V^— 1 *&!!•)  , 

quantités  dont  la  Tomme  = 6 , Sc  le  pro- 
duit = 10. 

702. 

Le  caraéfere  que  nous  venons  de  trouver 
peut  s’exprimer  d’une  maniéré  encore  plus 
générale , &:  de  façon  à pouvoir  même  être 
appliqué  aux  équations  de  cette  forme, 
fxx  + gx-\-h=o  j car  cette  équation  donne 

"=+73h.&  * = + S±v1p7.™ 

■r  d’où  l’on  inféré  que  les 

2/ 

deux  valeurs  font  imaginaires , oc  par  con- 
féquent  l’équation  impoflible , quand  4 fh 
eft  plus  grand  que  ggj  c’eft-à-dire,  lorfque 
dans  l’équation  fxx — gx-\-h=ot  le  qua- 
druple du  produit  du  premier  & du  dernier 
terme  furpafîe  le  quarté  du  fécond  terme  \ 
car  ce  produit  du  premier  6c  du  dernier 
terme,  pris  quatre  fois,  cft  4 f/ixx  , £k  le 
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quarré  du  terme  moyen  eft  ggxx  ; or  (i 
tfhxx  eft  plus  grand  que  ggxx  , 4 fh  eft 
auflx  plus  grand  que  gg , & dans  ce  cas 
l’équation  eft  évidemment  impoflible.  Dans 
tous  les  autres  cas  l’équation  eft  poflible , & , 
on  peut  affigner  deux  valeurs  réelles  pour 
x ; il  eft  vrai  que  fouvent  elles  deviennent 
irrationnelles  ; mais  nous  avons  vu  plus  haut 
que  dans  ces  cas  on  ne  laide  pas  de  pouvoir 
les  connoître  en  approchant  autant  qu’on 
veut  ; au  lieu  qu’aucune  approximation  ne 
£iuroit  avoir  lieu  pour  les  expreflions  ima- 
ginaires , telles  que  \/ — 5 ; car  1 00  eft 
auffi  éloigné  d’être  la  valeur  de  cette 
racine,  que  l’cft  x ou  un  autre  nombre 
quelconque. 

7°3- 

Nous  avons  encore  à faire  remarquer 
qu’une  formule  quelconque  du  fécond 
degré,  rx+ar  + i,eft  toujours néceflaire- 
ment  réfoluble  en  deux  faéleurs , tels  que 
{x+p)  (*+«/).  Car  fx  l’on  prcnoit  trois 


/ 


Digitized  by  Google 


J-88  E L É M E N S 

faéleurs  pareils  à ceux-I;'i , on  parviendroit 
à une  quantité  du  troifieme  degré,  de  en 
ne  prenant  qu’un  fcul  fréteur  pareil  , on 
ne  pnfiêroir  pas  le  premier  degré. 

C’eft  donc  un  point  qui  cil  .au-deflus  de 
toute  conte  dation  , que  toute  équation  du 
fécond  deerre  renferme  néccfi'aircment  deux 

O » 

valeurs  de  x , & qu’il  ne  peut  y en  avoir 
moins  ou  davantage. 

7°4- 

Nous  avons  déjà  vu  que  quand  on  a 
trouvé  les  deux  faéfeurs , on  connoît  aufi 
les  deux  valeurs  de  x , vu  que  chaque  fac- 
teur donne  une  de  ces  valeurs,  quand  on 
le  fuppofe  = o.  L’inverfc  a lieu  pareille- 
ment, c’efl-à-dire  que  dès  qu’on  a trouvé 
une  valeur  de  .y  , on  connoit  aufii  un  des 
facleurs  de  l’équation;  car  fi  x—p  indique 
une  des  valeurs  de  .y  dans  une  équation 
quelconque  du  fécond  degré,  v — p eft  un 
des  faèfeurs  de  cette  équation  ; c’cfl-à-dit  e 
cpie  tous  les  termes  ayant  été  portes  du 
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même  côté  , l’équation  efl  divifib’e  par 
x—p , & qui  plus  eft , le  quotient  exprime 
l’autre  faébeur. 

7°5; 

Soit  donnée  , pour  éclaircir  mieux  ce 
que  nous  venons  de  dire , l’équation  xx 
+ 4* — 1 1=0,  de  laquelle  nous  (avons 
que  x—)  eft  une  des  valeurs  de  x , parce 
que  3 . 3 — {—  4 . 3 — 2 1 — o ; cela  nous  fait 
juger  que  x — 3 efl  un  des  faéieurs  de  cette 
équation , ou  que  XX-J-4X  — m efl  divifible 
par  x — 3 , & en  effet  la  divifion  fuivante 
le  fait  voir. 

x- — j)  XX 4- 4 x — 2 1 ( x -f- 7 
xx — ■ 3X 

jx — 21 
7* — 21 

o. 

Ainfi  l’autre  faflcur  eff  x +7  , S:  notre 
équation  fe  repréfente  par  le  produit  ( x— 3 ) 
( x — 7 ) — — o > d’où  s’enfuivent  immédia- 
tement les  deux  valeurs  de  x , le  premier 
fa&eur  donnant  & l’autre  faéteur 

donnant  x = — 7. 
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C H -A  P I T R E X. 

Des  Equations  pures  du  troi/lemc  degré . 

706. 

O N dit  d’une  équation  du  troifiemô 
degré , qu’elle  eft  pure , lorfque  le  cube  de 
la  quantité  inconnue  eft  égal  à une  quan- 
tité connue  , fans  que  ni  le  quarré  de 
l’inconnue  ni  l’inconnue  même  le  trouvent 
dans  l’équation. 

1 5 , ou  plus  généralement  x’=a , 

1 f’=£,  font  des  équations  de  ce  genre. 

707. 

11  eft  clair  comment  on  doit  tirer  la 
valeur  de  x d’une  telle  équation , vu  qu’on 
n’a  befoin  que  d’extraire  des  deux  côtés  la 
racine  cubique.  L’équation  ij  donne 

x=j , l’équation  x'=a  donne  x=y/a, 

3, 

& l’équation  donne  x=  y j y ou  x 
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= -A  Il  fuffit  donc  qu’on  ait  appris  à ex- 

I /b 

traire  la  racine  cubique  d’un  nombre  pro- 
pofé , pour  qu’on  foit  en  état  de  réfoudre 
de  fcmblables  équations.  ' 

708. 

On  n’obtient  de  cette  matière  qu’une 
feule  valeur  pour  x y cependant  toute  équa- 
tion du  fécond  degré  ayant  deux  valeurs  , 
on  efb  fondé  à foupçonner  qu’une  équation 
du  troifieme  degré  a pareillement  plus  d’une 
valeur;  il  vaudra  donc  la  peine  d’appro- 
fondir la  chofe  , & en  cas  qu’on  trouve 
qu’une  telle  équation  doit  avoir  plufieurs 
valeurs  pour  x,  de  déterminer  ces  valeurs, 

709. 

Conf dérons , par  exemple , l’équation 
x’  = 8 , dans  la  vue  d’en  conclure  tous 
les  nombres  dont  le  cube  eft  8.  Comme 
x—  i efl:  fans  contredit  un  tel  nombre  , il 
faut , d’après  le  Chapitre  précédent , que 
la  formule  x5 — 8=0,  foit  néceflairemenc 
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divifible  ' par  x—i.  Faifons  donc  cette 
divifion  : 

x — 2)  .v3 — 8 (a\v-|-**-[-4 

• x'1 IXX 

îxx — 8 
ixx — 4* 

4*— 8 
4* — 8 

o. 

11  s’enfuit  que  notre  équation  x 3 — 8=0 
peut  fe  repréfenter  par  ces  fadeurs-ci  : 

(x  — 2)  (xx-}-2A,-{-4)  = o. 

7 1 o. 

Or  la  question  eft  de  favoir  quel  nombre 
on  doit  fubftituer  à la  place  de  x , pour  que 
x3  = 8 , ou  que  jt!  — 8 = 0 ; 6c  il  eft  clair 
qu’on  fatisfait  à cette  condition , en  fuppo- 
làntr=o  le  produit  que  nous  venons  de 
trouver  ; mais  cela  arrive  non-feulement 
quand  le  premier  fadeur  x — 2 = 0 , d’où 
réfulte  x 2 ? mais  aulli  quand  le  fécond 

fadeur, 
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facteur  xx-\-ix- f 4=0.  Qu’on  faffe  donc 
xx -{-  ix -j~4=o  » onauraATA:= — ix — 4, 
& de  là  x=s — 1 + y/ — j, 

yn. 


Outre  le  cas  donc  oîi  x=i , qui  fatif- 
Fait  à l’équation  x}=8  , nous  avons  en- 
core pour  x deux  autres  valeurs  dont  les 
eubes  font  pareillement  8 , & qui  font  : 
I.)*=—  i + v/~-3  > & II*)  x=—  1— \/—  3. 
On  n’en  doutera  plus , fi  on  prend  les 


cubes  effectivement 
faire  : 

~1  + V — J 
— 1+  V — 3 
1—  »/—  3 

— y/— 3— 3 
— z — n/ — 3 quarré 

— ✓—  3 
2+V — 3 
— V— 3+6 

8 cube. 
Tome  A 


comme  nous  allons 

~ 1—  J 
— y/~ 3 
»+  3 

+ ^—3—3 

— l+W— 3 
—1—  y/—  3 

V— 5 
— 3~i~^ 
8. 

Pp 
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• Il  eft  vrai  que  ces  deux  valeurs  font 
imaginaires  ou  impofiibles  ; mais  elles  mé- 
ritent cependant  qu’on  y faffe  attention. 

712. 

Ce  que  nous  venons  de  voir  a lieu  en 
général  pour  toute  équation  cubique , telle 
que  x'  — a;  on  trouvera  toujours  outre  la 

valeur  x=  y /a,  encore  deux  autres  valeurs. 

Qu’on  fuppofe , pour  abréger , y/a=c,  de 
fôçte  que  a=ic' , notre  équation  prendra 
cette  forme , x’  — c’  =0 , qui  fera  divifible 
par  x — c y comme  la  divifibn  effefftive  le 
fait  voir  : 

x — c)  x’ — c’  (xx-|-cx-|-« 
x ’ — ex  x 

exx — c’ 
çxx  — ccx 

ccx — c 1 
ccx — c1 


O. 
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Par  conféquent  l’équation  en  queftion 
peut  être  repréfentée  par  le  produit  ( * — c) 
( xx-f-cx-j-cc  ) =o  , qui  eft  en  effet  =o, 
non- feulement  lorfque  x — c—o , ou  jt=c  , 
mais  aufii  quand  AW-j-cx-j-cc^o.  Or  cette 
formule  contient. deux  autres  valeurs  de  x ; 
car  elle  donne  xxz= — ex — ce , & x= — - 

-f  y/~—cc  y ou  , c’eft-à-dire, 

-*±<v-3 -ity-i  ^ 

X — £ 

713*  . . ■ 

Or  comme  t avoit  été  mis  à la  place 

de  \/  a nous  en  inférons  que  toute  équa- 
tion du  troifieme  degré  , de  la  forme  x ’ 
—a  , fournit  trois  valeurs  pour  x exprimées 
de  la  maniéré  fuivante  : 

l.)x=yfa,ll.)x=2ï£±.J/ai 

III.  ) J.. 

On  voit  par-là  que  chaque  racine  cubique 
a trois  différentes  valeurs  ; mais  qu’une 
.feule  fft  réelle  ou  poffible , les  deux  autres 

, PP  1 
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étant  impoffibles.  Cela  eft  d’autant  plus  à 
remarquer , que  toute  racine  quarrée  a deux 
valeurs,  & que  nous  verrons  plus  bas  qu’une 
racine  bi- quarrée  a quatre  valeurs  diffé- 
rentes , qu’une  racine  cinquième  a cinq 
valeurs  , & ainfi  de  fuite. 

11  eft  vrai  que  dans  les  calculs  ordinaires 
on  n’emploie  que  la  première  de  ces  trois 
valeurs , parce  que  les  deux  autres  font 
imaginaires  ; c’eft  ce  que  nous  confirme- 
rons par  quelques  exemples. 

7M- 

Première  quejlion.  Trouver  un  nombre 
tel  que  fon  quarré  multiplié  par  fon  quart 
produife  431. 

Que  x foit  ce  nombre , il  faut  que  le 
produit  de  xx  multiplié  par  - x foit  égal  au 

nombre  431,  c’eft-à-dire  que  ^x’  = 4j  2 , 
& que  x 3 = 1 7 1 8 . Q u’on  extraie  la  racine 
.cubique,  on  aura 

Réponfe.  Le  nombre  cherché  eft  1 2 ; car 
fon  quarré  144,  multiplié  par  fon  yart  cy 
par  3 , donne  432. 
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7M. 

Seconde  quejlion.  Je  cherche  un  nombre 
tel , qu’en  divifant  fa  quatrième  puiflance 
par  fa  moitié,  & en  ajoutant  14^  au  pro- 
duit , il  me  vienne  1 00. 

Je  nommerai  ce  nombre  x ; fa  quatrième 
puiflance  fera  *4;  divifant  par  la  moitié  - x , 
J ai  ix ’ , & il  faut  qu’en  ajoutant  14  - , la 
fomme  foit  100  ; j’ai  donc  ix'-\-  i4i 
= 1 00  j fouft rayant  14^,  il  refle  2at,=  M?  j 
divifant  par  2 , j’ai  & prenant  la 

racine^  cubique , j’obtiens  enfin  x=^m 

71 6. 

Troijieme  quejlion.  Quelques  Capitaines 
fe  trouvent  en  campagne  ; chacun  com- 
mande à trois  fois  autant  de  Cavaliers , 8c 
à vingt  fois  autant  de  Fantaflins  qu’ils  font 
de  Capitaines.  Un  Cavalier  reçoit  chaque 
mois  pour  fa  paye  autant  de  florins  qu’il  y 
a de  Capitaines , & chaque  Fantaflin  reçoit 

PP  3' 
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la  moitié  de  cette  paye  ; la  dcpenfe  totale 
par  mois  eft  de  i 3000  florins;  on  demande 
combien  il  y a de  Capitaines? 

Soit  x le  nombre  cherché  , chaque  Ca- 
pitaine aura  fous  lui  jx  Cavaliers  & iox 
Fantaflins.  Ainfi  le  nombre  total  des  Ca- 
valiers eft  ;>xx  > 8c  celui  des  Fantaflins  eft 
3.oxx,  Or,  chaque  Cavalier  recevant  par 
mois  x florins , 8c  chaque  Fantafîin  rece- 
vant '-x  flor.  la  paye  des  Cavaliers,  à cha- 
que mois,' Te  monte  à 3 , & celle  des 

Fantaflins  elF  1 ex'  ; ils  reçoivent  donc  tous 
cnfcrable  13*’  flor.  8c  cette  fomme  doit 
équivaloir  à 1 3000  florins;  on  a donc  i 3** 
= 1 3 coo , ou  a 5 =■  1 000 , & x = 1 o , nom- 
bre cherché  des  Capitaines. 

717. 

Quatrième  quejlion.  Quelques  Négocians 
entrent  en  fociété  , 8c  chacun  contribue 
cent  fois  autant  qu’il  y a d’Aflociés  ; ils  en- 
voient un  Faéleur  à Venilè  pour  faire  valoir 
ce  capital  ; ce  Fa&eur  gagne  pour  cent 
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fçquins  deux  fois  autant  de  fequins.  qu’il 
y a d’Intéreffés , & iL  revient  avec  1662 
{équins  de  profit  j on  demande  le  nombre 
des  Aflociés  ? 

Si  ce  nombre  efl  fuppofé  = x , chacun 
des  Négocians  aflociés  aura  fourni  îocx 
fequins , & le  capital  entier  aura  été  de 
\ooxx  fequins  ; or  le  profit  étant  de  zx 
pour  ioo,le  capital  aura  rapporté  zx'-, 
ainfi  il  faut  faire  zx J = z 66z , ou  x'  = 1 3 /i  y 
cela  donne  x—11  , & c’efl  le  nombre  des 
Aflociés. 

718.-  •' 

d - - 1 " 

Cinquième  que  fl.  Une  Payfànne  échange 
des  fromages  contre  des  poules , à raifort 
de  deux  fromages  pour  trois  poules  ; ces 
poules  pondent  chacune  j autant  d’œufs 
qu’il  y a de  poules  j la  Payfanne  vend  au 
marché  neuf  -œufs  pour  autant  de  fous  que 
chaque  poule  a pondu  d’œufs , & elle  tire^ 
72  fous  ; on  demande  combien  de  fromages 
elle  a échangé  ? 

Pp  4 
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Soit  le  nombre  des  fromages  = x , celui 
des  poules  que  la  Payfanne  aura  reçues 
en  échange  fera  = \ x , & chaque  poule 
pondant  '-x  œufs , le  nombre  des  oeufs  fera 
xx.  Or  neuf  œufs  fe  vendent  pour  '-x 
fous,  ainfi  l’argent  que  xx  œufs  produi- 
fent,  eft^x’,  & il  faut  que  ^x'  = ju 
Par  conféquent  x'— 14. 71=8.3.8.9=8 
.S.  17,  & x=z  1 1 j c’eft-à-dire  que  la  Pay- 
fanne a échangé  douze  fromages  contre 
dix-huit  poules. 


CHAPITRE  XI. 

De  la  résolution  des  Equations  complettes 
du  troijieme  degré . 


719. 

ne  équation  du  troifieme  degré  eft  dite 
complette , lorfqu’elle  renferme , outre  le 
cube  de  l’inconnue , aufîi  cette  quantité 
inconnue  elle-même , & le  quarré  de  cette 
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quantité  ; de  forte  que  la  formule  générale 
pour  toutes  ces  équations , en  portant  tous 
les  termes  d’un  même  côté , eft 
a xJ  + b x* + ex  +J=o. 

C’eft  à faire  voir  comme#  on  doit  tirer 
de  telles  équations  les  valeurs  de  x , qu’on 
nomme  aufii  les  racines  de  l’équadon , que 
nous  deftinons  ce  Chapitre.  Nous  fuppo- 
ferons  qu’on  n’a  aucun  doute  qu’une  telle 
équation  n’ait  trois  racines , après  que  nous 
avons  fait  voir  dans  le  Chapitre  précédent 
que  cela  eft  vrai  à l’égard  des  équations 
pures  du  même  degré. 

720. 

Nous  confidérerons  d’abord  l’équation 
x 5 — 6xr-j-n.x- — 6 = o;  & de  même 
qu’une  équation  du  fécond  degré  peut  être 
regardée  comme  étant  le  produit  de  deux 
fadeurs , on  peut  repréfenter  une  équation 
du.troiïieme  degré  par  le  produit  de  trois 
fadeurs  qui  font  dans  notre  cas , ( x — 1 ) 
(* — 2)  (x — 3)  =0;  puifqu’en  les  mul- 
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tipliant  effe&ivement  on  parvient  à l’équa- 
tion donnée  j car  (x — i ) .(x  — 1)  donne 
xx — 3x-|-i , & multipliant  ceci  par  x — 3 
on  trouve  x 3 — 6xx-|-i  1 x — 6 , ce  qui  eft 
en  effet  la  forn^le  prefcrite , & qui  doit 
étrer=o.  Or , cela  a lieu  par.  conféquent, , 
quand  le  produit  ( x — 1 ) ( x — 1)  (x — })  fe 
réduit  à rien.}  & comme  il  fuffit  pour  cet 
effet  qu’un  feul  de  ces  fa&eurs  foit  = o , 
trois  différens  cas  peuvent  donner  ce  réful- 
tat  , favoir  x — 1 = 0,  ou  r=i  ; en. 
fécond  lieu,x — z = o,  ou  x=i  ; &:  en 
troifieme  lieu  , x — 3 = 0 , ou  x = 3. 

On  voit  fur  le  champ  aufli , que  fi  on 
fiibftituoit  à la  place  de  x un  nombre  quel- 
conque, autre  qu’un  des  trois  ci-dcffus, 
aucun  des  trois  faédeurs  ne  deviendroit:=o, 
& par  conféquent  que  le  produit  ne  de- 
viendroit  pas  o non  plus } ce  qui  prouve 
que  notre  équation  ne  peut  avoir  d autre 
racine  que  ces  trois  racines-là. 
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721, 

Si  Ton  pouvoit  dans  tout  autre  cas 
afligner  de  même  les  trois  laéleurs  d’une 
telle  équation  , on  auroit  immédiatement 
lès  trois  racines.  Confidérons  donc  d’une 
maniéré  plus  générale  ces  trois  faéteurs , x 
— p , x — q , x — r;  fi  nous  cherchons  leur 
produit , le  premier  multiplié  par  le  fécond 
donne  xx  — x-\-pq , & ce  produit 

multiplié  par  x — r fait  x ’ — (p~\~‘l~\~r) 

xx-\~  (p9-\-pr+V)  X—pqr. 

Or  fi  cette  formule  doit  devenir  = 0, 
cela  peut  arriver  dans  trois  cas  : le  premier 
eft  celui  où  x — />=o,ou  x—p}  le  fécond 
a lieu  quand  x — 7 = 0, ou  x—q;  le  troi* 
fieme  cas  ell  celui  de  x — r—  o,  ou  de 
x =r. 

722. 

Repréfentons  maintenant  la  formule  trou* 
vée  par  l’équation  x3 — axx-\-bx — <n=o;  il 
efl  clair  que  pour  que  fes  trois  racines  foient 
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I.  ) x—p , II.  ) x=q , III.  ) x=.r , il  faut  i#. 
que  a=p-\-q-\-r,  l°.  que  b=pq-\-pr-\-qr  , 
& 3°.  que  c=.pqr.  Ainfi  nous  apprenons 
par-là  que  le  fécond  terme  contient  la 
fomme  des  trois  racines , que  le  troifieme 
terme  contient  la  fomme  des  produits  des 
racines  prifes  deux  à deux , enfin  que  le 
quatrième  terme  eft  formé  du  produit  de 
toutes  les  trois  racines  multipliées  les  unes 
par  les  autres. 

Cette  derniere  propriété  nous  pré/ênte 
auffi-tôt  une  vérité  importante  , qui  efl; 
qu’une  équation  du  troifieme  degré  ne  peut 
certainement  avoir  d’autres  racines  ration- 
nelles que  des  divifeurs  du  dernier  terme  ; 
car  puifque  ce  terme  eft  le  produit  des  trois 
racines , il  faut  qu’il  foit  divifible  par  cha- 
cune d’elles.  On  voit  donc  fur  le  champ , 
lorfqu’on  veut  chercher  une  racine  par  le 
tâtonnement , de  quels  nombres  on  doit 
faire  l’effai  ( * ). 

( * ) On  verra  dans  la  fuite  que  cette  propriété  eft 
générale  pour  les  équations  d’un  degré  quelconque.  A* 
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Si  nous  confidérons , pour  nous  expli- 
quer mieux , l’équation  x3  = x +6  , ou  x3 
— — 6=o,  comme  cette  équation  ne 
peut  avoir  d’autres  racines  rationnelles  que 
des  nombres  qui  font  fafteurs  du  dernier 
terme  6 , nous  n’avons  befoin  d’eflfayer  que 
les  nombres  i , i , 3 , 6 , & voici  le  détail 
de  ces  eflais  : 

!•)  Si  x=i  , on  a 1 — 1 — 6= — 6. 

II.)  Si  x=i , on  a 8 — 2 — 0=0. 

III. )  Si  *=3  , on  a 27 — 3 — 6=18. 

IV. )  Si  x=6 , on  a n6 — 6 — 6=204. 

Nous  voyons  par-là  que  x=ieft  une 

des  racines  de  l’équation  propofée , & Ta- 
chant cela  il  nous  eft  facile  de  trouver  les 
deux  autres  ; car  x=i  étant  une  des  ra- 
cines , x — 2 eft  un  fafteur  de  l’équation , 
& on  n’a  donc  qu’à  chercher  l’autre  faéteur 
par  la  voie  de  la  Divifton  , ainfi  que  nous 
allons  le  faire  : 

refte  comme  ce  tâtonnement  exige  qu’on  connoifie  tous 
les  divifeurs  du  dernier  terme  de  lequation , on  peut 
avoir  recours  pour  cala  aux  tablas  indiquées  à l’art.  66. 


606  Elément 
x— -x)  xJ — x — 6 ( 

X 3 IX  X 

2XX X 6 

2XX 4* 

■ ■ ■ ■ ■ Il  • 

3 jc — 6 
3 x — 6 

o. 

Puis  donc  que  notre  formule  fe  repré- 
fente par  le  produit  (x — i)  (xx-f-ix-f-3), 
elle  deviendrai  o,  non-feulement  quand 
x — i = o,  mais  aufli  quand  xx  zx 
+ 3=o.  Or  ce  dernier  faéleur  donne  xx 
= — îx — j , & par  conféquent  x= — i 
+y/ — 2.  Ce  font  donc  ici  les  deux  autres 
racines  de  notre  équation , lefquelles  font , 
comme  on  le  voit , impoffibies  ou  ima- 
ginaires. 

723. 

La  méthode  que  nous  venons  d’indiquer , 
n’eft  applicable  immédiatement  que  lorfque 
le  premier  terme  x’efl  multiplié  par  1 , 
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Si  que  les  autres  termes  de  l’équation  ont 
pour  coefficiens  des  nombres  entiers.  Q uand 
cette  condition  n’a  pas  lieu  , il  faut  com- 
mencer par  une  préparation  qui  confifte 
à transformer  l’équation  en  une  autre  qui 
ait  la  condition  requife , après  quoi  on  fait 
l’eflai  que  nous  avons  dit. 

Soit  donnée  , par  exemple  , l’équation 

x’ — $xx4-— x — -=o  ; commeelleren- 
’ 1 4 4 ’ 

ferme  des  quarts,  qu’on  faffie  x—y-,  on 
aura— — i — o , & en  multi- 
pliant  par  8 , on  obtiendra  l’équation  y1 
— fyy  H-  1 iy — 6 =o  , dont  les  racines 
font , comme  nous  l’avons  vu  plus  haut , 
y— i , y=i , y= 3 ; d’où  il  s’enfuit  que 
dans  l’équation  propofée  on  a I.)xz=^f 
K II.)  x=i  , lll.)x=^. 

* 7 M- 

Qu’on  ait  une  équation,  dont  le  pre- 
mier terme  ait  pour  coefficient  un  nombre 
entier  autre  que  1 , & dont  le  dernier  terme 
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Toit  i)  par  exemple,  6xJ — iixx-\-6x 
— 1=0  } fi  on  divife  pâr  6,  on  aura  x 1 

— ^xx-\-x — |=q  j on  pourroit  purger 
cette  équation  des  fra&ions , par  la  réglé 
que  nous  venons  de  donner , en  fuppofant 

: ^=f  ; car  on  auroitfl-^4-|_  I=o; 
& en  multipliant  par  216,  il  viendroit  jr* 
— 1 xyy~\~'S^y — 36=0.  Mais  comme  il 
feroit  trop  long  de  faire  l’eflai  avec  tous  les 
divifeurs  du  nombre  3 6 , remarquons  que 
. puifque  le  dernier  terme  de  l’équation  pri- 
mitive eft  1 , il  vaut  mieux  fuppolèr  dans 
cette  équation  x=^j  car  on  aura  l’équa- 

• 6 11*6  • • 

tl0n“  ^ + ~ 1=0>  <IU1 

par  f 3 donne  6 — 1 i{+6{* — f5=o,  & en 
' tranfpofant  tous  les  termes , f * î 

— 6=0.  Les  racines  font  ici  (158)^=!  , 
^ = 2,  { = 3 i d’où  il  fuit  que  dans  no®e 
équation  *=1 , x=j,;c  = j-. 
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On  aura  obfervé  dans  les  articles  précé- 
dons , que  pour  que  les  racines  foient  toutes 
des  nombres  pofitifs  , il  faut  que  les  lignes 
plus  & moins  fe  fuivent  alternativement  ÿ 
moyennant  quoi  l’équation  prend  cette 
forme  , x5  — * axx  -{ -bx  — c — o , dans  la- 
quelle les  lignes  changent  autant  de  fois 
qu’il  y a de  racines  politives.  Si  toutes  les 
trois  racines  eulfent  été  négatives , & qu’on 
eût  multiplié  entr’eux  les  trois  faêleurs  x+p, 
x -j-y  , x-\-r,  tous  les  termes  «uroient 
eu  le  figne  plus , & la  forme  de  l’équation 
auroit  été  x3-j-<7xx-|-éx-|-c— o , où  on 
voit  les  mêmes  lignes  fe  fuivre  trois  fois, 
c’e 11- à-dire , le  nombre  des  racines  néga- 
tives. 

On  a donc  conclu  qu’autant  de  fois  que 
les  lignes  changent  , autant  l’équation  a 
de  racines  politives,  & qu’autant  de  fois 
les  mêmes  lignes  fe  fuccedent  , autant 
l’éqüation  a de  racines  négatives  ; & cette 
Tome  I.  * Q q 
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remarque  eft  très-importante , parce  qu’oa 
fait  par-là  fi  c’eft  en  plus  ou  en  moins  qu’on 
doit  prendre  les  divifeurs  du  dernier  terme, 
quand  on  veut  faire  l’eflai  dont  nous  avons 
parlé. 

* 726. 

Confidérons  , afin  d’éclaircir  par  un 
exemple  ce  que  nous  venons  de  dire  , 
l’équation  xJ  -\-xx — 34*-]-  56=0,  dans 
laquelle  les  figues  changent  deux  fois , & 
où  ce  n’eft  qu’une  fois  que  le  même  figne 
revient*  Nous  concluons  que  l’cquation  a 
deux  racines  pofitives  & une  racine  néga- 
tive , & comme  ces  racines  doivent  être 
des  divifeurs  du  dernier  terme  56  , il  faut 
qu’elles  foient  comprifes  dans  les  nombres 
M > *8 , 56. 

Si  nous  faifons  maintenant  x=z,  nous 
avons  8— |— 4 — 68-j-56=o;  d’où  nous  con- 
cluons que  x — z eft  une  racine  pofitive, 
& qu’ainfi  * — 2 eft  un  divifeur  de  notre 
équation,  au  moyen  de  quo^nous  trouvons 
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facilement  les  deux  autres  racines  ; car 
divifant  effectivement  par  x — z , on  a 
x — z)  x3— J—  xx — 3 4xr-|— 5 6 (xx-[~3x — zff 

X1 2 XX 

3XX—  34X+  )6 
3 xx — 6x 

— 28x-j-j(S 
— z8x-}-$6 

o. 

Et  ff  on  fait  ce  quotient  xx-j~3x — z8 
= o,on  trouve  les  deux  autres  racines, 
qui  feront  x= — l+\/^-\-iS  = — 
c’eft-à-dire  x = 4 & x=:— 7 ; & tenant 
compte  de  la  racine  trouvée  ci-deffus , 
x=z  , on  voit  clairement  qu’en  effet  lequa- 
tion  a deux  racines  pofitives  & une  néga- 
tive. Nous  donnerons  encore  quelques 
autres  exemples  pour  rendre  la  chofe 
plus  évidente. 

727. 

Première  quejlion.  On  a deux  nombres  * 
leur  différence  eft  iz,  leur  produit  mujy 

Qq  z 
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tiplié  par  leur  fomme  fait  14560.  Quels 

font  ces  nombres  ? 

Soit  x le  plus  petit  des  deux  nombres  , 
le  plus  grand  fera  x -j- 1 1 , leur  produit , 
— , 1X  , multiplié  par  la  fomme  ix 

+ 11, donne  ixy  + }6xx  + i44X  = i4<j6o-, 
& divifant  par  i,ona  x’-f-i8xx-|-72x 
= 7 180. 

Or  ,1e  dernier  terme  7280  eft  trop  grand 
pour  qu’on  puiffe  entreprendre  l’e/Tai  de 
tous  fes  divifeurs,  & nous  remarquons  qu’il 
eft  divifible  par  8 j c’eft  pourquoi  on  fera 
x—  ly , parce  qu’après  la  fubftitution  la 
nouvelle  équation,  8yJ -\-71yy-\- 1 4+y 
= 7280,  étant  divifée  par  8 , fe  réduira 
à celle-ci,  y,-\~9yy-\- 1 8y=  910  , pour 
laquelle  on  n’a  befoin  d’eflayer  que  les 
divifeurs  1 , 2 , 5 , 7 , 1 o , 1 3 , &c.  du  nom- 
bre 9 1 o.  Or , il  ell  évident  que  les  premiers, 
1,2,5,  font  trop  petits  ; en  commençant 
donc  par  la  fuppofition  dey—  7 , on  trouve 
aufii-tôt  que  c’eft  là  une  des  racines  -,  car 
la  fubftitution  donne  343+441  + 126=910* 
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IJ  fuit  que  x=  1 4 , & on  trouvera  les  deux 
autres  racines  en  diviJànt^’  -|-  yyy  1 
— 910  par  y — 7 , ce  que  nous  allons  faire  : 

y—7)y ’ + 9 yy+ 1 8y— 9 i°Cyy+ 1 6y+ 1 3 ° 
y1—  lyy 

i6xy+i8y— 910 

1 6ry~ 1 1 1 y 
ii°y — 9 10 

I30y— 9!Q 

O. 

Suppofant  maintenant  ce  quotient  y y 
>-f-  1 î°= o , on  aurayy= — 1 6y 

— 1 jo,&  de  là  v= — 8+y/ — 66: preuve 
que  les  deux  autres  racines  font  impoffiblcs. 

Réponfe.  Les  deux  nombres  cherchés  font 
1 4 &'  26  ; leur  produit  364  , multiplié  par 
leur  fomme  40  , donne  1 45  60. 

728. 

Seconde  quejlïon.  Trouver  deux  nom- 
bres, dont  la  différence,  foit  i3,  6c  qui 
fuient  tels,  que  fi  on  multiplie  enfemblc  leur 

Qq  3 
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fomme  & la  différence  de  leurs  cubes , oh 
obtienne  le  nombre  275184. 

Soit  x le  moins  grand  des  deux  nombres  , 
x-\- 18  fera  le  plus  grand  ; le  cube  du  pre- 
mier fera  — x> , & le  cube  du  fécond  = x * 
+ 5 4 **-[-  97  2*-f-  5 8 3 2 ; la  différence  des 
cubes  = 54**-]- 972*-}-  5832  = 54  (x x 
-f-  1 8-v-j-  ic8  ) , multipliée  par  la  fomme 
2.x  -j-  1 8 ou  2 ( x — j—  9 ) , donne  le  produit 
108  (*5-}~27A-x-f-270J[.--{-972)=z75 184. 
Divifant  par  1 08  , on  a jc’-J-  iyxx-\-  lyox 
-[-972=2548,  ou  .x5-|-  27xx-f-  270.x 
= 1576.  Les  divifeurs  de  1576  font  1,2, 
4,8,  &c.  les  premiers  1 , 2 font  trop  petits  j 
mais  fi  on  effaie  x=4  , on  trouve  que  ce 
nombre  fatisfait  à l’équation. 

11  refte  donc  à la  divifer  par  x — 4,  afin 
de  trouver  les  deux  autres  racines.  Cette 
diviffon  donne  le  quotient  jcjc— |— 3 1 jc— j— 3 94  j 
en  faifant  donc  xx— — 31* — 394,  on 

trouvera  x= — + y/9—  — HZÉf  c’eft-k- 
dire  deux  racines,  imaginaires. 

Réponfc.  Les  nombres  cherchés  font  ± 
& 22. 
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729. 

Troijîeme  qvèjllon.  Je  cherche  deux  nom- 
bres dont  la  différence— 720,  & tels  que 
fi  je  multiplie  le  plus  petit  par  la  racine 
quarrée  du  plus  grand , il  me  vienne  20736. 

Si  le  plus  petit  eft  x , le  plus  grand  fera 
il  faut  que  a: y/ .*+720=20736 
= 8.8.4.81.  Quarrant  les  deux  membres 
j’ai  xx  (>-[-720)  =Ar5-j-720A'AT  = 8!  8! 
4*  8»\  Je  faisA:=8y,-  cette  fuppofition 
me  donne  8’jy’  + 72o.8Jj,,=  8î.  8!  4!  8 11 } 
& divifant  par  8 j’ai  y'  -\-$oyy  = 8.4! 
81*.  Je  fuppolb  de  plus  y=z^i  & j’ai 
8^3 -{-4.90^= 8 .4!  81 2,  ou,  en  divifant 

par  8 , îJ-j-45î{=41-  8i\ 

Je  fais  encore  { = , pour  avoir  9’  u* 

— j—  4 ç . 9’  uu = 4:  94 , parce  qu’en  divifant 
à préfent  par  9’  , l’équation  fe  réduit  à u 1 
-f-5  ^=4- 9 , ou  uu(u- j— 5 ) = 1 <5 . 9=144. 
Je  n’ai  pas  de  peine  à voir  ici  que  u—  4 ; 
car  dans  ce  cas  uu  — 1 6 6c  u- j-  5=9*  fuis, 
donc  que  a = 4,  j’ai  { = 36,  J— 72  & 

Qq  4 
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*—57  6 , c’eft  le  plus  petit  des  deux  nom- 
bres cherchés  j ainfî  le  plus  grand  eft  i 296 , 
& en  effet  la  racine  quarrée  de  celui-ci , 
ou  36 , multipliée  par  l’autre  nombre  576, 
donne  20736. 

73a 

Remarque.  Cette  queftion  adiqettoit  une 
folution  plus  {impie  ; car  puifque  la  racine 
quarrée  du  plus  grand  nombre , multipliée 
par  le  plus  petit  nombre  , doit  donner  un 
produit  égal  à un  nombre  donné , il  faut 
que  le  plus  grand  des  deux  nombres  foit 
•un  quarré.  Si  donc , par  cette  confidération , 
nous  le  fuppofons  = 1’au.tre  nombre 
fera  xx  — 7 20.  Celui-ci  étant  multiplié  par 
la  racine  quarrée  du  plus  grand  , ou  par  x , 
nous  avons  xJ  — 7 20.*=  207  3 6=64. 17 
.12.  Faifons  x = 4y,  nous  aurons  64 y* 
-^-7  20. 4^7=64. 27 . 1 2 , ou  bien  y' — 4 \y 
= 27.12.  Suppofant  de  plus  y=K,  nous 
trouvons  îjq*  — 1 3 j{  = 27  • 1 1 , ou  en 
divifant  par  27,  — j{=i2>ou{5 — 


Digitizedby  Google 


V*  A L G E B R E.  6 17 

— 11  = 0.  Les  divifeurs  de  1 2 , font  1,2, 
3 , 4,6,  1 2 j les  deux  premiers  font  trop 
petits;  mais  la  fuppofttion  de  donne 

précifément  17 — 15  — 12  = 0.  Par  confé- 
quent  {=3  ,^  = 9 & x=  36  ; d’où  nous 
concluons  que  le  plus  grand  des  deux  nom- 
bres cherchés  ,ou«,=  i 296  , & que  le 
plus  petit , ou  xx  — 7 20 , =576,  comme 
ci-deffus. 


731- 

Quatrième  quejlion.  On  a deux  nombres, 
dont  la  différence  eft  1 2 ; le  produit  de 
cette  différence  par  la  Comme  des  cubes , 
eft  102 1 44  : quels  font  ces  deux  nombres? 

Nommant  .v  le  plus  petit  de  ces  deux 
nombres,  le  plus  grand  eft  x-\-i  2 , le  cube 
du  premier  eft  x* , & le  cube  du  fecond 
eft  jc3  —J—  36^^:— j— 43  2jc  — {— 1728  ; le  produit 
de  la  Comme  de  ces  cubes  par  la  différence 
1 2 , eft  • 

1 2 (2X,-J-jéx,x+43  ix+ 17 28)= 102  144  ; 
divifant  fucceflivement  par  1 2 & par  2 , on  a 
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rtr1  —J—  1 8^^  — |—  2. 1 6jc— |—  864  = 41^,  on 
x1  1 8xx  -}-  x i6x  = 3 392.  =8.8.^  3. 

Qu’on  fuppofe  x=  xy , qu’on  fubftitue 
& qu’on  divife  par  8 , on  aura 

f + 9 yy+  5 47  = 8 • ï 3 = 4 i 4- 

Les  divifeurs  du  dernier  membre  font 
1 , 2 , 4 , 8 , 53,  & c.  1 & 2 font  trop 
petits;  mais  fi  l’on  fait  y=  4,  on  trouve 
<>4-f-i44-}-z ‘6=414-  De  forte  que  y—  4 
& x = 8 ; d’où  l’on  conclut  que  les  deux 
nombres  cherchés  font  8 tk  xo. 

732. 

Cinquième  quejlion.  Quelques  perfonnes 
forment  une  fociété  & établiflent  un  fonds, 
auquel  chacune  contribue  dix  fois  autant 
d’écus  qu’elles  font  de  perfonnes  ; elles 
gagnent  fur  chaque  centième  d’écus  6 écus 
au-delà  du  nombre  d’écus  égal  à leur  nom- 
bre ; le  profit  total  efl:  de  392  écus;  on 
demande  combien  ils  font  d’Aflociés  ? 

Soit  x le  nombre  cherché  ; chaque 
AfTocié  aura  fourni  10*  écus,  ôc  tous 
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enfemble  iojtx  écus  ; & puisqu’ils  gagnent 
x-\-6  pour  cent , ils  auront  gagné  avec  le 

capital  entier , » ce  qu’il  faut  égaler 

à 392. 

On  a donc  3910 , & en 

faifant  x=iy  & divifant  par  8 , y'-\-iyy 
= 490.  Les  divifeurs  du  fécond  membre 
font  1 , 2,5,7,10,  &c.  les  trois  pre- 
miers font  trop  petits  ; mais  en  fuppofant 
y=7,on  a 343 -f-  1 47  = 490  ; de  forte 
que  y— "j , & x=  14. 

Rcponfe.  Il  y avoit  quatorze  AfTociés, 
& chacun  d’eux  a mis  140  ccus  dans  la 
malle  commune. 

733- 

Sixième  qucjlion.  Quelques  Négocians 
ont  en  commun  un  capital  de  8240  écus  ; 
chacun  y ajoute  quarante  fois  autant  d’écus 
qu’ils  font  d’Alfociés  ; ils  gagnent  avec  la 
fomme  totale  autant  de  fois  pour  cent  qu’ils 
font  d’Aflociés  ; en  partageant  le  profit , il  fe 
trouve  qu’après  que  chacun  a pris  dix  fois 
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autant  d’écus  qu’ils  font  d’Aftociés , il  refte 
224  écus.  On  demande  quel  étoit  donc  le 
nombre  de  ces  Aflociés? 

Si  ce  nombre  eft  x , chacun  aura  ajouté 
40X  écus  au  capital  8240  écus } par  con- 
féquent  tous  enfemble  auront  ajouté  40XX  , 
ce  qui  a rendu  le  capital  = 40xx-{-8240i 
ils  gagnent  avec  cette  fomme  x écus  pour 
cent  : ainfi  le  gain  total  eft  _L.Sl*D* 

° 1 OO  • ICO 

= £*,+Î£*  = T*,+  x-  C’c{1  de 

cette  fomme  que  chacun  prcleve  tox,  & 
par  conféquent  tous  enfemble  îoxx,  en 
laiflant  un  refte  de  224  écus  ; il  faut  donc 
que  le  profitait  été  ioxx-|-2  24,  8c  qu’on 

• I*  t • IX1  I 411*  1 

ait  1 équation  — — 2=  1 oxx  -f-  224. 

Multipliant  par  5 8c  divifant  par  2 , on 
a x1-\-io6x=ijxx-\-)6o , ou  x5 — 2jxx 
-}-2o6x — 560=0  : la  première  forme 
fera  cependant  plus  commode  pour  eftayer. 
Les  divifeurs  du  dernier  terme  font  1,2, 
4,5,7,8,10,  14,16,  8cc.  8c  il  faut 
les  prendre  pofitifs  , parce  que  dans  la 
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féconde  forme  de  l’équation  les  lignes 
varient  trois  fois , ce  qui  donne  à connoîrre 
avec  certitude  que  toutes  les  trois  racines 
font  politives. 

Or  fi  l’oneflaye  d’abord  x=j  & x=i9 
il  eft  évident  que  le  premier  membre  de- 
viendroit  plus  petit  que  le  fécond.  Nous 
ferons  donc  l’efTai  des  autres  divifeurs. 

Quand  *=4,  on  a 644-8241=400 
■4*560,  ce  qui  ne  fatisfait  point. 

Quand  *=5  ,ona  ii54-*ojo  = 62j 
+ 560  , ce  qui  ne  fatisfait  pas  non  plus. 

Quand  * = 7,  on  a 3434-1442=1225 
4-560,  ce  qui  fatisfait  à l’équation  -y  de 
forte  que  x =7  en  cft  une  racine.  Cher- 
chons donc  à préfent  les  deux 'autres , en 
divifant  par  x — 7 la  fécondé  forme  de 
notre  équation. 

x~7)  x'—iixx+io6x— 560  (.YX-18.Y+S0 
x1—  yxx 

— 16XX+106x 

— 1 %XX-\-  ! l6x 

80*— 5 60 
8o»y—  j6o 

O. 
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Egalant  le  quotient  à zéro  , nous  avons 
xx — i8x-}-8o  = oouArAr=i8j: — 8o,ce 
qui  donne  x = 9 + 1 , de  forte  que  les  deux 
autres  racines  font  x=S  tk  x—\o. 

Réponfe . Trois  réponfes  ont  lieu  pour  la 
queftion  propofée  : fuivant  la  première  le 
nombre  des  Négocians  efl  7 , fuivant  la 
féconde  il  eft  8 , & fuivant  la  troifieme  il 
eft  10  ; le  tableau  fuivant  préfente  la  preuve 
de  toutes  : 

I.  IL  III . 


Nombre  des  Négocians  7 


Chacun  fournit  40X 280 

Tous  enfemble  ajoutent  4OXX  i960 
L’ancien  capital  étoit  ....  8240 

Le  capital  entier  eft  ^oxx 

■«-8240 

Ils  gagnent  avec  ce  capital 
autant  pour  cent  qu’ils  font 

d'Aflociés 

Chacun  en  ôte  iox 

Ainft  tous  enfetnble  pren- 
nent 10  xx 

Donc  il  refte 
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CHAPITRE  XII. 

De  la  Règle  de  Cardan  ou  de  Scipion. 

Ferre  o. 

734- 

X-ORsqu’on  a chafle  les  fraélions  d’une 
équation  du  troifieme  degré  , fuivant  la 
maniéré  enfeignée,  & qu'aucun  des  divi- 
feurs  du  dernier  terme  ne  fe  trouve  être 
une  racine  de  l’équation , c’eft  une  marque 
certaine  , non-feulement  que  l’équation  n a 
pas  de  racine  en  nombres  entiers , mais 
qu’une  racine  fraftionnaire  même  ne  peut 
avoir  lieu  ; c’eft  ce  que  nous  allons  prouver. 

Soit  l’équation  x 3 — axx-\-bx — c=o, 
où  a , b , c , lignifient  des  nombres  entiers  ; 
û on  vouloit  fuppofer , par  exemple , x= \ , 
on  auroity  — — c y or  le  premier 

terme  a feul  ici  8 pour  dénominateur  ; tous 
les  autres  font , ou  des  nombres  entiers  , 
ou  diVifcs  feulement  par  4 ou  par  z , & 
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ne  peuvent  par  conféquent  faire  o avec- le 
premier  terme  : la  même  chofe  a lieu  pour 
toute  autre  fraélion. 

73  5- 

Comme  donc  dans  ces  cas  les  racines 
de  l’équation  ne  font  ni  des  nombres  en- 
tiers , ni  des  fractions , elles  font  irration- 
nelles , ou  même , ce  qui  arrive  fouvent , 
imaginaires.  Or , la  maniéré  de  les  expri- 
mer alors  & de  déterminer  les  lignes  ra- 
dicaux qui  les  afle&ent , fait  un  point  très- 
important,  & qui  mérite  d’être  expliqué 
ici  avec  foin.  On  attribue  cette  méthode , 
qu’on  nomme  la  réglé  de  Cardan  , à Cardan , 
ou  plutôt  à Scipion  Ferreo  , qui  ont  vécu 
il  y a quelques  fiecles  (*). 

736. 

Il  faut , pour  entrer  dans  l’efprit  de  cette 
réglé  , confidérer  d’abord  avec  attention  la 

(*  ) L’hifloire  de  cette  réglé  , découverte  dans  le  meme 
te mns  par  'ï+malfms  fe  lit  avec  autant  d’intérêt  que  Je 
.fruit  dans  1 Hijloirt  des  Mathcnuùques , par  M.  di  Montuch 

nature 
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nature  d’un  cube  , dont  la  racine  eft  un 
binôme. 

Soit  a-^-b  cette  racine , le  cube  en  eft 
x 3 -(-3  aab*\-}abb-\-b' , & nous  voyons 
qu’il  eft  compofé  des  cubes  des  deux 
termes  du  binôme  , & outre  cela  de  deux 
termes  moyens,  ^aab-^-^abb , qui  ont  le 
fatteur  commun  3 ab  t lequel  multiplie 
l’autre  faétcur  a-]^b , c’eft-à-dire  que  ces 
deux  termes  contiennent  le  triple  produit 
des  deux  termes  du  binôme  , multiplié  par 
la  fomme  de  ces  termes. 

737- 

Qu’on  fuppofè  maintenant  x—a-\-b3 
& qu’on  prenne  de  part  & d’autre  le  cube  , 
on  a x'—a'-\-b'-\-  ^ab^a-^-b).  Or  puif- 
que  a-\-b—x  , on  aura  l’équation  du  troi- 
fteme  degré,  xJ=a,-)-éî-[-  ^abx  ou  x ’ 
= 3 a^Ar— }— à 3 -\-bl , dont  nous  favons  qu’une 
des  racines  eft  x=.a-\-b.  Toutes  les  fois 
donc  qu’il  fe  préfente  une  telle  équation  , 
nous  pouvons  en  afligner  une  racine. 

Tome  /.  R r 
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Soit  par  exemple,  a=  i & b=$  , o« 
aura  l’équation  at 3 = i 8at— 3 5 , que  nous 
favons  avec  certitude  avoir  x pour 
racine. 

738. 

Ç ue  de  plus  on  fuppofe  à préfent  a' =p 

&ib'  = q , on  aura  a=^p  & b = \/q  , 

par  conféquent  ab  = \/pq  ; lors  donc  que 
l’on  rencontre  une  équation  du  troiûeine 

degré  de  la  forme  x'  — T,x\/pq  -f -p  -\-q  y 

on  fait  qu’une  des  racines  eft  y / p-\-\J q. 

Or  on  peut  toujours  déterminer  p & q , 

de  maniéré  que  tant  } \/pq  que p-\-q  foient 
des  quantités  égales  à un  nombre  donné  * 
ainfi  on  eft  toujours  en  état  de  réfoudre 
une  équation  du  troifieme  degré,  de  l’efpece 
dont  nous  parlons. 

‘ ^ 739- 

Soit  propofée  en  général  l’équation  x' 
i^  s’agira  ici  de  comparer  f avec 
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3 \/ pq  » & g avec  p-\-q ; c’eft-à-dire  qu’il 
faudra  déterminer  p & q de  maniéré  que 

3 \/pq  devienne  égal  à f,  &:  que  p-\-q 
devienne  égal  kg;  car  nous  fevons  alors 

qu’  une  des  racines  de  notre  équation  fera 

3/  3/ 

/ 4°* 

Nous  avons  donc  à réfoudre  ces  deux 
équations , I.  ) 3 Vpq=f,  & II.) 

La  première  donne  \Zpq=£,  & pq=zf~ 
— & 4 pq~pf\  La  fécondé  équa- 

tion étant  quarrée  , donne  pp-pipq -pÿf 
•==ggi  fi  l’on  en  (oufirait  4 pq=^f\  on 
a pp—  ipq-\-qq=gg—  À f*  , & prenant 
la  racine  quarrée  de  part  & d’autre  , on 
a p—q=\/g§  — PJ\  Or  puifque  p+q 
=g>  on  a 2/>— g-f-  ^ gg—^J  ’ > & 27 
= g- — y gg — ^ , par  conféquent  />  = 

g’+V^f—  ^/J,  q=g—\Zgg  — ~P 
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74i- 

Toutes  les  fois  donc  qu’on  a une  équa- 
tion du  troiüeme  degré  de  la  forme  x' 
=fx-\-g,  quels  que  foient  les  nombres 
fSi.  g , on  a toujours  pour  une  des  racines 

3 ? 

x=yf/7+  Kgg- P-v' 8S-T7.Ô  ; 

c’eft-à-dire  une  quantité  irrationnelle , qui 
renferme  non  - feulement  le  ligne  radical 
quarré  , mais  aufli  le  ligne  de  la  racine 
cubique  ; & c’eft  cette  formule  qu’on 
nomme  proprement  la  règle  de  Cardan . 

742. 

Appliquons  - la  à quelques  exemples  , 
pour  en  mieux  faire  comprendre  l’ulàge. 

Soit  x ’=6x+ 9 , on  aura  /==6  & g—  9 ; 
uinfi  gg=&i,f>  = u6,  & ± p = 3 z ; 

Pllis  gg~r7P  = 49  » & \/gg—z-P~  7- 
Donc  une  des  racines  de  l’équation  donnée 

eft  AT  r=  V/8?=  \/  7+  S 

y 1=24-1=3. 
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743- 

Soit  propofée  cette  autre  équation  xJ 
= on  aura  f=)  &g=i-,  par  con- 

féquent  gg=  4 , /’  = 27  , & ± f>  = 4 i ce 

qui  nous  donne  \/gf — ^/3  = o;  d’où  il 

s’enfuit  qu’une  des  racines  eft  x = y/^ 

744* 

11  arrive  fouvent  cependant  que , quoi- 
qu’une telle  équation  ait  une  racine  ration- 
nelle , on  ne  peut  trouver  cette  racine  par 
la  réglé  dont  nous  nous  occupons. 

Soit  donnée  l’équation  x’  = 6X+40,  où 
x=4  eft  une  des  racines.  Nous  avons  ici 
f—6  &.  ^=40  , de  plus  ggz^  1 600  & ~ 
/5  = }2i  ainfi  g g =1568,  & 

Vgg—^r=y/  M 68  = V A-  4- 49 
= 28  y/z  ; par  conféquent  une  des  racines 

x = y ' ,j_ ^4~sF» , ou 

R r j 


$30 
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X=  y/ro-f-  '4l/*  -f-\Ao — 14 v/i  ; & 

cette  quantité  cit  réellement  = 4 , quoiqu’à 
la  première  infpection  on  ne  s’en  doute 
pas.  En  effet  le  cube  de  i-j-y/i  étant  20 
— |—  1 4 /i,  on  a réciproquement  la  racine 

cubique  de  20-t-  1 41/1  égale  à 2-f-  y/ 2 ; 



de  même  y/  20 — 14 1/2=  2 — 1/2  j donc 
notre  racine  2-f- y/  24“2 — 1/1  = 4 (*). 

745- 

On  pourroit  obje&er  à cette  réglé  , 
qu’elle  ne  s’étend  pas  à toutes  les  équations 
du  troifieme  degré  , parce  que  le  quarré 
de  .r  ne  s’y  rencontre  point,  c’eft-à-dire 

( * ) On  n’a  pas  pour  j’extraélion  de  la  racine  cubique 
de  ces  binômes  , des  reg:es  générées  comme  pour  l’ex- 
traélion  de  la  racine  quarrée  : ce. les  que  différens  Auteurs 
ont  données  ramènent  toujours  à une  équation  mixte  du 
troiffeme  degré  femblablc  à la  propofée.  Au  relie , quand 
J’extraélion  de  la  racine  cubique  eft  poffible  , la  Comme 
des  deux  radicaux  qui  repréfentent  la  racine  de  l'équa- 
tion , devient  toujours  rationnelle  , de  fo-te  qu’on  peut 
la  trouver  immédiatement  par  la  méthode  indiquée  à 
l’article  71a, 
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que  le  fécond  terme  manque  dans  l’équa- 
tion. Mais  nous  remarquerons  que  toute 
équation  complette  peut  fe  transformer  en 
une  autre  où  le  fécond  terme  manque  , 
après  quoi  l’on  peut  par  conféquent  appli- 
quer la  réglé. 

Soit  pour  le  prouver,  l’équation  com- 
plété x 3 — 6xx- )- 1 1 a: — 6=0.  Si  l’on  prend 
ici  le  tiers  du  coefficient  6 du  fécond  terme, 
& qu’on  faffe  x — 2=7 , on  aura 

**=xy+4y+4»& 

x'—y'-\-6yy-\- 1 [—  8 $ par  conféquent 

x’=y3  +6yy+ 1 iy+  S 
—6xx=  -677-247-24 

-|-i  ix=  +1 17+22 

— 6=  -6 

x> — 6 xx-\-i  ix — 6=7’  — y. 

On  a donc  l’équation  y1 — v=o , dont 
la  réfolution  eft  manifefte,  puifqu’on  voit 
fur  le  champ  quelle  eft  le  produit  des  fac- 
teurs y (77—0=7  OH- 1 ) (y — 1 ) =0. 

Si  l’on  fait  maintenant  chacun  de  ces 
faveur  s =0 , on  a 

Rr  4 
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\y=°>  il  \y=  1 * m.  fy—' ; 

(x—l,  (x=  1,  (*  = 3, 

c’eft-à-dire , les  trois  racines  trouvées  déjà 


plus  haut. 


746. 


Soit  donnée  à préfent  l’équation  géné- 
rale du  troilieme  degré,  x'-^-axx-^-bx 
-|-c=o,  de  laquelle  il  s’agiffe  d’éliminer 
le  fécond  terme. 

On  ajoutera  pour  cet  effet  à x le  tiers 
du  coefficient  du  fécond  terme , en  con- 
fervant  le  même  ligne  , & on  écrira  pour 
cette  fomme  une  nouvelle  lettre , par  exem- 
ple,^,- de  forte  qu’on  aura  x-\-'-a—y , 
& x—y—-a , d’où  réfulte  le  calcul  fuivant  : 

* —y. — \a  > xx  —yy — ~ay-\-'^  > 

& x'=iy'—ayy-\-'-aay—^a>  ; 

par  çonféquent 

x'—y'  -ayy^aay—^a? 
axx=  +ayy-'-aay-\-'-a' 
bx=  + by — ~ab 

c== ~hc 

y’—(Laa—b)y-t-f7a'~jab-{-c  = Ot 
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équation  dans  laquelle  le  fécond  terme 
manque. 

747- 

Nous  fommes  en  état , moyennant  cette 
transformation , de  trouver  les  racines  de 
toutes  les  équations  du  troifieme  degré; 
l’exemple  qui  fuit  en  fournira  une  preuve. 

L’équation  propofée  eft  — 6 xx  -J-  1 
— 1 z = 0. 

Il  s’agit  d’abord  de  chafler  le  fécond 
terme  ; on  fera  pour  cet  effet  x — 1 =y , 
& on  aura  x=y- 1-  2 , xx  —yy  -f-  47  -J-  4 » 
& x’=y1  -\-6yy-\- 1 ly- f-  8 ; donc 

X' = y' +6yy-\-'*y-\-  s 

~6xx=  — 6yy— 147— 14 

4~  1 3*  — +I3JK+i^' 

• — 12=  — 12 

y)Jr  y — 1 — 0 

ou  y = — y-j-2. 

Si  on  compare  cette  équation  avec  la 
formule  x'=zfx+g,  on  a f= — i , £•— 2; 


D*  A L G E B R Ei  €}$ 
étant v£*2a.=  iy  +(S  y/,,  ; U 
fuit  que  la  racine  cubique  de  17  ~j-6y/ il 
eftiîipl  , & que  la  racine  cubique  de  27 
— 6 \/ 1 1 eft  Cela  fait  donc  que  la 

valeur  trouvée  pour  y , devient  y—- 

(JJF)+Kt^)=j+î=*-  °rPuif- 

que^y=  1 , nous  avons  x=  3 pour  une  des 
racines  de  l’équation  propofée  , & les  deux 
autres  fe  trouveront  en  divifant  l’équation 
par  x — 3. 

x — 3)*’ — 6xx-\-  i^x — 12  ( xx — 

X ’ — $xx 

— 3-xx-J-  13* — iz 

— 3 xx  + 9X 

4-v — 1 2 
4X 12 


o. 
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Et  en  égalant  à o le  quotient  xx — 3 at— f— 4 $ 
l’on  a xx=}x — 4,  & x—  | + v^|  — ~ 
— \ + \/ — Z = 2i^zZ#  Ce  font  les  deux 
racines  en  queftion,  mais  elles  font  ima- 
ginaires. 

749* 

C’eft  par  hafard,  comme  nous  l’avons 
remarqué  , qu’on  a pu  , dans  l'exemple 
précédent  , extraire  la  racine  cubique  des 
binômes  trouvés , & ce  cas  n’a  lieu  que 
lorfque  l’équation  a une  racine  rationnelle , 
& que  par  conféquent  on  emploie  avec 
plus  de  facilité  , pour  trouver  cette  racine , 
les  réglés  du  Chapitre  précédent.  Mais 
quand  aucune  racine  rationnelle  n’a  lieu, 
il  n’eft  pas  pofîible  au  contraire  d’exprimer 
autrement  la  racine  qu’on  trouve  , qu’en 
fuivant  la  réglé  de  Cardan  ; de  forte  qu’il 
eft  impoflible  alors  d’appliquer  des  réduc- 
tions. Par  exemple  , dans  l’équation  x * 
= 6at -f-4,  ona/=6&g=4i  de  forte 


y 
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que  x—^~z-\-zy/ — 1 -j-  y/z — zy/ — 1 , 
ce  qui  ne  peut  s’exprimer  d’une  maniéré 
différente  (*). 

(*  ) On  a dans  cet  exemple  -A  P plus  petit  que  gg' 
ce  qui  eft  le  cas  très-connu  fous  le  nom  du  cas  irréduc- 
tible du  troifiemc  degré , & qui  eft  d’autant  plus  remarqua- 
ble , qu’alors  toutes  les  trois  racines  font  toujours  réelles. 
On  ne  peut  dans  ce  cas  faire  ufage  de  la  formule  de 
Cardan  , qu’en  y appliquant  des  méthodes  d’approxima- 
tion , par  exemple,  en  la  transformant  en  une  férié  infinie. 
M.  Lambert  a donné  dans  l’ouvrage  cité  à l’article  40  , 
des  tables  particulières  qui  fervent  à trouver  facilement 
les  valeurs  numériques  des  racines  des  équations  du  troi- 
fieme  degré  , tant  dans  le  cas  irréduélible  que  dans  les 
autres  cas.  On  peut  auffi  employer  pour  cet  ufage  les 
tables  ordinaires  des  finus.  Voyez  \'a4jlronomic  fphériqut 
de  M.  Mauduit , imprimée  à Paris  en  1765. 

Au  relie  , il  ne  faut  pas  chercher  dans  cet  Ouvrage  de 
M.  Euler , tout  ce  qu’il  y avoit  à dire  fur  les  réfolut.ons  , 
foit  direéles , foit  approchées  , des  équations.  Il  avoit  à 
traiter  encore  trop  d’objets  curieux  & importans , pour 
s’appefantir  fur  ces  matières  ; mais  qu’on  confulte  1 'Hif- 
toire  des  Mathématiques  , l’ sllgcbre  de  M.  Clairaut , le  Court 
de  Mathématiques  de  M.  Seront , & les  derniers  volumes 
des  Mémoires  des  Académies  des  Sciences  de  Paris  & 
de  Berlin  , on  y trouvera  à peu  près  tout  ce  quon  fait 
aujourd'hui  fur  la  réfolution  des  équations. 
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CHAPITRE  XIII. 

J)e  la  réfoludon  des  Equations  du  quatrième 
degré. 

750. 

IjORSQüe  la  plus  haute  puiflance  de  la 
quantité  x monte  au  quatrième  degré  , on 
a des  équations  du  quatrième  degré s & la 
formule  générale  en  eft 

x*  — {—  ax'  -]-  bxx  -J-  ex  -j—  d=  o. 

Nous  confîdérerons  en  premier  lieu  les 
équations  du  quatrième  degré  pures  , dont 
la  formule  eft  Amplement  x*=f,  & dont 
on  trouve  aufli-tôt  la  racine  en  prenant  de 
part  & d’autre  la  racine  bi-quarrée , puif- 

qu’on  obtient  x—\/f. 

751- 

Comme  x 4 eft  le  quarré  de  xx , on  le 
facilite  beaucoup  le  calcul  en  commençant 
par  extraire  la  racine  quarrée  , car  on  aura 


N 
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alors  xx  = y/ f : & prenant  enfuite  de  nou- 
veau la  racine  quarrée  , on  a x=:\/ \/f } 


de  forte  que  y/  f n’eft  autre  chofe  que  la 
racine  quarrée  de  la  racine  quarrée  de  f. 

Si  on  avoir , par  exemple  , l’équation 
x*=  1401  , on  auroit  d’abord  xx—49 , 8c 
après  cela  x — -j. 


752* 

Il  eft  vrai  que  voilà  feulement  une  ra- 
cine , & cependant  puifqu’on  trouve  tou- 
jours trois  racines  cubiques  , il  n’eft  pas 
douteux. que  quatre  racines  ne  doivent  avoir 
lieu  ici  ; mais  remarquons  que  la  méthode 
indiquée  ne  laide  pas  de  donner  en  effet 
ces  quatre  racines.  Car  dans  l’exemple  ci- 
deffus  on  a non-feulement  ^=49  , mais 
aufïï  x= — 49  ; or  la  première  valeur  donne 
les  deux  racines  x=j  & x— — 7 , & la 
féconde  valeur  donne  x—y/—  49=7  \f  — 1 , 
& x=. — y/ — • 49  = — 7\/ — 1.  Et  voilà 
les  quatre  racines  quarré-quarrées  de  2401. 
11  en  feroit  de  même  à l’égard  d’autres 
nombres. 
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Après  ces  équations  pures  viennent  dans 
l’ordre  celles  où  le  fécond  & le  quatrième 
terme  manquent , & qui  ont  la  forme  x* 
~\-fxx-\-g=.o.  Elles  font  réfolubles , fui- 
vant  la  réglé  , pour  les  équations  du  fé- 
cond degré  -,  car  fi  l’on  fait  xx=.y  , on  a 

yy-\-fy+g=°>  ™yy=—fy—g>  d’où 

l’on  tire 


y 


=-;-/±  Vïj >}-g=-d^-  ; 


or  xx— y;  ainfi  x — + y/  f-V'v  où 

les  fignes  doubles  + indiquent  toutes  les 
quatre  racines. 


754- 

Mais  fi  l’équation  contient  tous  les  termes 
pofîibles , on  peut  toujours  la  regarder 
Comme  le  produit  de  quatre  faéfeurs.  En 
effet  fi  l’on  multiplie  entr’eux  ces  quatre 
fu&cürs  , (x—p)  (x—q)  (x—r)  ( x — /)  , 
on  trouve  le  produit  .x:4  — (p-^-q  r -\-f) 

* ’ + (f9  +Pr+  pf+  E+Vf+rf)  XX—(pqr 

+ 
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~\-pqf+prf+<]rJ)  x+pqrf)  & cette  formule 
ne  peut  devenir  égale  à o , que  lorfqu’un 
de  ces  quatre  fa&eurs  eft  = o.  Or  , cela 
peut  arriver  en  quatre  maniérés  : I.  ) quand 
x=p , II.  ) quand  x=s=q , III.)  quand  x — r9 
IV.)  quand  x=f  ,•  & ce  font-là  par  con- 
féquent  les  quatre  racines  de  l’équation. 

7 5 5. 

Si  nous  conlîdérons  cette  formule  avec 
quelque  attention , nous  remarquons , dans 
le  fécond  terme , la  fomme  des  quatre 
racines,  multipliée  par — x ’ ,•  dans  le  troi- 
lîeme  terme , la  fomme  de  tous  les  produits 
pofiïbles  de  deux  racines,  multipliée  par 
xx  ; dans  le  quatrième  terme,  la.  fomme 
des  produits  des  racines  multipliées  trois 
à trois , multipliée  par  — x ; enfin  dans  le 
cinquième  terme , le  produit  de  toutes  les 
quatre  racines  multipliées  enfemble. 

756. 

Comme  le  dernier  terme  contient  le 
produit  de  toutes  les  racines , il  eft  clair 
Tome  /.  S s 
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qu’une  telle  équation  du  quatrième  degré 
11e  peut  avoir  une  racine  rationnelle  qui 
ne  foit  en  même  temps  un  divifêur  du 
dernier  terme.  Ce  principe  fournit  donc  un 
moyen  facile  de  déterminer  toutes  les 
racines  rationnelles , lorfqu’il  y en  a , puif- 
qu’on  n’a  qu’à  fubftituer  fuccefllvement  à 
.r  tous  les  divifeurs  du  dernier  terme  , ju£- 
qu’à  ce  qu’on  en  trouve  un  qui  fatisfafie  à 
l’équation  -,  car  ayant  trouvé  une  relie 
racine,  par  exemple,  A*=/>,on  n’a  qu’à 
divifer  l’équation  par* — p.  après  avoir  porté 
tous  les  termes  du  même  côté  , & fuppofer 
enfuite  le  quotient=o;  on  obtiendra  une 
équation  du  troideme  degré,  qu’on  pourra 
icfoudre  par  les  réglés  données  ci-deflus. 

757- 


<■  Or,  il  eftabfolumentnéceffiaire  pour  cela 
que  tous  les  termes  confident  en  des  nom- 
bres entiers , & que  le  premier  n’ait  que 
J’unité  pour  coefficient  ; toutes- les  fois  donc 
que  quelques  termes  renferment  des  frac- 
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tions , il  faudra  commencer  par  éliminer  ces 
fraftions , & c’eft  ce  qu’on  peut  toujours 
faire  en  fubflituant  au  lieu  de  x la  quan- 
tité  y divifée  par  un  nombre  qui  renferme 
tous  les  dénominateurs  de  ces  fra&ions. 
Par  exemple , fi  l’on  a lequation  x4 — | 

x'~\~\xx-\~4  *-}-^  = o ) comme  on  y 
rencontre  des  frayions  qui  ont  pour  dé- 
nominateurs 1 , 3 Sc  des  puiflances  de  ces 
nombres  , on  fuppofera  x=  -,  & on  aura 

y -f  » t yy  i y,  , 

64  6’  ' 61  6 Ts — °’  cclua' 

tion  qui  multipliée  par  6*  devient  y4 — 3 yJ 
-j-iïjjK— i6zy-f  72  = 0. 

Si  l’on  vouloit  chercher  maintenant  fi 
cette  équation  a des  racines  rationnelles , 
il  faudroit  écrire  à la  place  de  y fuccef- 
fivement  les  divifeurs  de  72  , afin  de  voir 
dans  quels  cas  la  formule  fe  réduiroit  réel- 
lement à 0. 


S s 2 


Digitized  by  Google 


6 44  E L £ M E N S 

758. 

Mais  comme  les  racines  peuvent  être 
aufll  bien  politUes  que  négatives , il  fau- 
droit  avec  chaque  divifeur  faire  deux  eflais, 
l’un  en  fuppofant  ce  divifeur  politif , l’autre 
en  le  regardant  comme  négatif;  cependant 
une  nouvelle  remarque^  en  difpenfe  lou- 
vent  (*).  Toutes  les  fois  que  les  lignes  -\- 
& — fe  fuivent  régulièrement , l’équation 
a autant  de  racines  pofitives , qu’il  y a de 
changemens  dans  les  lignes  ; & autant  de 
fois  que  les  mêmes  lignes  reviennent  fans 
interruption , autant  l’équation  a de  racines 
négatives.  Or  , notre  exemple  contient 
quatre  changemens  de  lignes  & aucune  fuc- 
ceflion  ; ainfi  toutes  les  racines  font  poli- 
tives,  & on  n’a  pas  befoin  de  prendre  aucun 
des  divifeurs  du  dernier  terme  en  moins. 

(*)  Cette  réglé  eft  générale  pour  les  équations  de 
tous  les  degrés  , pourvu  qu’il  n’y  ait  point  de  racine* 
imaginaires  ; les  François  I’attrib  ient  à Defcanes  , les 
Anglois  à Harrict  ; mais  M.  l’abbé  de  Gua  eft  le  pre- 
mier qui  en  ait  donné  une  démonftration  générale.  Voyer 
jes  Mim,  de  l'Académie  det  Sciences  Je  Paris , pour  1741. 

• 
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7 59- 

Soit  donnée  l’équation  x*  -{-  îx'1 — jxx- 
— Sx  1 ï = o.  • 

Nous  voyons  ici  deux  changemens  de 
fîgnes , mais  aufli  deux  fucceflions * d’où 
nous  concluons  avec  certitude  , que  cette 
équation  contient  deux  racines  pofitives  & 
autant  de  racines  négatives,  qui  doivent 
toutes  être  des  divifeurs  du  nombre  i 2. 
Or  ces  divifeurs  font  1,2,3,4,6,12* 
qu’on  eflaye  donc  d’abord  * = -j-i,on 
parviendra  réellement  à o ; donc  une  des 
racines  eft  x=  t. 

Si  l’on  fait  enfuite  x— — 1 , on  trouve 
— 2 — 7— {— 8— }— 1 2=2i—  9 = 1 2 ; ainfi 
x=  — 1 n’eft  pas  une  des  racines.  Qu’on 
faffe  après  cela  x=i , on  trouve  de  nou- 
veau la  formule  =0,  & par  conféquent, 
pour  une  des  racines,  x=i  ; mais  y — — 2 
au  contraire  ne  fè  trouve  pas  être  une  ra- 
cine. Lorfqu’on  fait  ‘enfuite  x=-$  , on  a 
8 1-^—5  4 — 6j — 244-11=^0,  c’eft-à-dirc 

Ss  3 


$4 6 E L É M E N s 

que  cette  fuppofition  ne  fatisfait  pas  ; aa 
lieu  que  x ■— — 3 , donnant  81  — 54  — 63 
-J- 14  -}- 1 2 — o , eft  évidemment- une  des 
racines  qu’on  cherche.  Enfin  , quand  on 
aura  effayé  x = — 4,  on  verra  pareille- 
ment l’équation  fe  réduire  à zéro  -,  de  forte 
donc  que  toutes  les  quatre  racines  font 
rationnelles , & ont  les  valeurs  fuivantes  : 
],)  a=i  , II.)  x=ï , III.)  x= — 3,1V.) 
x=  — 4 ; & conformément  à la  réglé 
donnée  ci-defius , deux  de  ces  racines  font 
pofitives , £c  les  deux  autres  l'ont  négatives, 

760.  v 

Mais  aucune  racine  ne  pouvant  être 
déterminée  par  cette  voie  , lorfque  les 
racines  font  toutes  irrationnelles,  il  a fallu 
fonger  à des  expédiens  pour  exprimer  les 
racines  dans  ce  cas.  On  y a.  réufii  au  point 
qu’on  a découvert  deux  routes  différentes 
• pour  parvenir  à la  connoiffance  de  l'em- 
blables  racines,  quelle  que  l'oit  la  nature 
de  l'équation  du  quatrième  degré. 
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Il  fera  bon , avant  que  d’expliquer  ces 
méthodes  générales  , que  nous  donnions 
les  lolutions  de  quelques  cas  particuliers  , 
lefquelles  peuvent  fouvent  s’appliquer  très- 
utilement. 

761. 

Lorfque  l’équation  eft  de  nature,  que 
les  coefîiciens  des  termes  fe  lui  vent  de  la 
même  maniéré , tant  dans  l’ordre  direél 
des  termes , que  cfens  l’ordre  rétrograde  , 
comme  il  arrive  dans  l’équation  fui-» 
vante  ( * ) : 

x4 -j-  mx1  nx  x -J-  mx  -f- 1 = o , 

ou  dans  cette  autre  équation  qui  eft  plus 

(*)  On  peut  nommer  ces  équations  réciproques  , parce* 

elles  ne  changent  point  en  y mettant  d à la  place  de 
a;.  11  fuit  de  ce-.te  propriété  que  fi  <1 , par  exemple , eft 
une  des  racines  , ^ en  fera  une  anfli  ; c’eft  l’a  raifon  pour- 
voi ces  fortes  d’équations  peuvent  fe  réduire  à d'autres 
équations  , dont  le  degré  eft  plus  petit  de  la  moitié.  M. 
de  Moivre  donne  dans  fes  Mifccli.ine.i  ar.u’yiicu  , p.  7 1 » 
des  formules  générales  pour  la  réduélion  de  . ces  fortes 
d'équations , de  quelque  degré  quelles  foient. 

S s 4 
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x*  max"1  naaxx  -j-  ma?  x~\ -a4=o. 

On  peut  toujours  regarder  une  telle  for- 
mule comme  le  produit  de  deux  faéteurs , 
qui  l'ont  des  formules  du  fécond  degré  , & 
qu’on  réfout  facilement.  En  effet , qu’on 
repréfente  cette  derniere  équation  par  le 
produit  ( xx~\-pax-\-aa ) (xx+qax-^aa) 
= o,  où  il  s’agiffe  de  déterminer  p & q 
de  maniéré  qu’on  obtienne  l’équation  fuf- 
dite  , on  trouvera , en  effectuant  la  multi- 
plication , -**4- (/>-!“$)  ax3-h(P9~h2) 
aax  x-\-(p-\-q)  a’ * a<  = 0 ’ & pour 
que  cette  équation  foit  la  même  que  la 
précédente,  il  faut  i°.  que  p-\-q  — m> 
a°.  que  pq-\-i  = n,  & par  conféquent 
que  pq  = n — l. 

Maintenant , quarrant  la  première  de  ces 
égalités , on  a pp-\-xpq-\-qq—mm  ; li  on 
fouftrait  de  ceci  la  fécondé  prife  quatre 
fois,  ou  Apq—  An — 8 » il  reffe  pp — îpq 
>\-qqz=mm — 4/z-j-8  ; & prenant  la  racine 

quarrée,  on  trouve  p — q=\/mm — 4/2+8. 
=m , on  aura  donc  par  l’addition , 
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lp=m+\Zmm—4n+S , ou/>=^w”~4"^; 

& par  la  fouftra&ion , iq=m—y/ mm—4n+% 

ou  q — • Ayant  donc  trouve 

P & q y on  n’a  plus  qu’à  fuppofer  chaque 
fafteur  = o -,  afin  de  déterminer  les  valeurs 
de  x : le  premier  donne  xx-j-pax-j-aa 
— O,  ou  XX— — pax  — aa  , d’où  l’on  tire 

x=—^±y/pp°‘  — aa  , ou  x=—p-f  + ± 

a >Jpp  — 4 i le  fécond  faéleur  donne  x 

— — 7 a ? ? — 4 ; & ce  font-là  les 
quatre  racines  de  l’équation  propofée. 

762. 

Pour  rendre  cet  article  plus  clair,  Toit 
donnée  l’équation  x * — 4x5 — 3 xx  — 4r 
-J-  1=0.  Nous  avons  ici  a= 1 , m— — 4, 
n— — 3 ; par  conféquent  mm — 4n-}-8^=3  6, 
& la  racine  quarrée  de  cette  quantité  = 6 j 
donc  p=  — i±f =, , & q——  1^=— j î 
de  là  résultent  les  quatre  racines  I.  ) & II.  ) 

* = -r±iV— 3=-'-^;  & IH.) 
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& I V.  ) A- = l + 1 y/ i I , c’eft-à-d. 

que  les  quatre  racines  de  l’équation  pro- 
pofée  font  : , 

I .)x=zi*p,  IlL)x=îi pj, 

H.)  * ==*^2,  lV.)x=ii^l. 

Les  deux  premières  de  ces  racines  font 
imaginaires  ou  impoflibles  ; mais  les  deux 
dernières  font  pofiibles;  puifqu’on  peut 
indiques  \J  1 1 aufli  exa&ement  qu’on  le 
fouhaite  , ' en  exprimant  cette  racine  par 
des  fraélions  décimales.  En  effet , z i étant 
autant  que  21*00000000 , on  n’a  qu’à  tirer 
la  racine  quarrée  , comme  il  fuit  : 
ri  [oc|oo|oo|oo|oo|4,5  825 

8 j 5 00 
4M 


9087500 

I7264 

9162  23600 
18324 

91645  5 27600 
4^iM 
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Puis  donc  que  \Z21  — , la  troi- 

fieme  racine  approche  d’affez  près  x 
= 4,79 1 2 , & la  quatrième  , x=o,io87  ; 
& il  eût  été  facile  de  déterminer  ces 
racines  avec  encore  plus  de  précilion. 

Remarquons  que  la  quatrième  racine 
étant  à très-peu  près  7-;  ouÿ,  cette  valeur 
fatisfera  déjà  allez  exactement  à l’équation  j 
en  effet,  fi  l’on  fait  ;c  = j,on  trouve^ 

4 — — l-i-i— IL  - on  auroit  dû 

115  15  5 1 615  ’ 

trouver  c , mais  la  différence , comme  on 
voit , n’eft  pas  grande. 

763. 

Le  fécond  cas  où  une  rcfolution  fem- 
blable  a lieu  , eft  le  même  que  le  premier 
quant  aux  coefficicns,  mais  il  en  différé 
dans  les  lignes  ; car  nous  fuppoferons  que 
le  fécond  & le  quatrième  termes  aient  des 
figues  différais;  une  telle  équation  cil  donc, 
par  exemple  : 

x4-j-ma x’-\-naax  x — ma?  x’-j-a4c=o 
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qui  peut  être  repréfentée  par  le  produit,' 
(xx-\-pax  — aa)  ( xx-\-qax=aa)=o . 
Car  la  multiplication  réelle  de  ces  fadeurs 
donne 

x'  + Cp+tfax'  + — aaxx  — (/>+?) 

a’  x -j-a4 , 

quantité  qui  eft  égale  à la  formule  pro- 
• pofée  , fi  on  fuppofe  en  premier  lieu  p-\-q 

— m , & en  fécond  lieu  pq — i=n  , ou 
pq=n-\-i  ; parce  que  de  cette  façon  les 
quatrièmes  termes  deviennent  égaux  d eux- 
mêmes.  Qu’on  quarre , comme  ci-deflus , 
la  première  équation,  on  aura  pp-\~ïpqt 
Jç-qq=mm  ; qu’on  fouftraye  de  celle-ci 
la  fécondé  prife  quatre  fois , ou  ^pq—^n 
*|-8,  il  reliera  pp  — 2 pq-\-qq  = ntm 

— 4 n — la  racine  quarrée  ell  p — q 

=\/ mm — 4 n — 8 , & de  là  on  obtient  p 


___  m -*  \/ mm-^n  - 8 


& q— 


i - l/ — i 


Ayant 


donc  trouvé  p & q , on  connoîtra  par  le 


premier  fadeur  les  deux  racines  x = — i 
Pa  + WPPJt  4>  & par  le  fécond  fadeur 
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les  deux  racines  x= — i y<z+^-a\/??+4  > 
c’eft-à-dire  qu’on  aura  les  quatre  racines 
de  lequation  propoféè. 


764- 

Soit  donnée  l’équation  x 4 — 3 . ï 3 — j 
. 8 x-\- 1 6= o , nous  avons  a=i  & — 3 , 

&:  n= Oi  ainfi  y/ mm — 4 n — 8=1  , & par 
conféquent 

P=-^=-i , & ?=-V-  =-*• 

Donc  les  deux  premières  racines  font  x 

1 + y/  5 , & les  deux  dernières  font  x 
=i±V 8;  moyennant  quoi  les  quatre  ra- 
cines cherchées  feront  : I.  ) x=*  + }/u 
ll.)x=i — y/ 5 , IlI.)x:=2-f-y/8 , IV.)  x 
=2 — y/8.  Par  conféquent  les  quatre  fac- 
teurs de  notre  équation  feront  (x — 1 — j/j) 
(x—  i+y/ 5)  (x— 2— y/ 8)  (x—  2+ y/ 8), 
&leur  multiplication  effe&ive  produit  réel- 
lement cette  équation  ; car  les  deux  pre- 
miers étant  multipliés  entr’eux  , donnent 
xx — ix — 4 , & les  deux  autres  donnent 
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xx  — 4X — 4;  or  ces  deux  produits  multi- 
pliés pareillement  l’un  par  l’autre  , font  x 4 
— éx’-j-  i4.v-j-  16  , ce  qui  eft  précifément 
l’équation  propofée. 


CHAPITRE  XIV. 

De  la  Réglé  de  Bombelli  , pour  réduire 
la  réfolution  def  Equations  du  quat/icme 
degré  à celle  des  Equations  du  iroifteme 
degré. 

. 765- 

Novs  avons  fait  voir  plus  haut , com- 
ment  on  réfout,  par  la  réglé  de  Cardan  , 
les  équations  du  troifieme  degré  ; ainfi  tout 
conüile  principalement , pour  les  équa- 
tions du  quatrième  , à eu  réduire  la  réfo- 
lutiop  à celle  des  équations  du  troi/ïeme 
degré.  C’eft  qu’il  n’cft  pas  polïïble  de  ré- 
foudre  généralement  les  équations  du  qua- 
trième degré  fans  le  fecours  de  celles  du 
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troifieme , vu  qu  ayant  même  déterminé 
une  des  racines , les  autres  ne  laiflent  pas 
de  dépendre  d’une  équation  du  troifieme 
degré.  Et  on  peut  conclure  de  là  qu’aufil 
les  équations  de  dimenfions  plus  hautes , 
préfuppofent  la  réfolution  de  toutes  les 
équations  de  degrés  inférieurs. 

7 66. 

Or  il  y a déjà  quelques  ficelés  qu’un 
Italien , nommé  Eombtlli , a donné  une 
règle  pour  cela , que  nous  nous  propofons 
d’expliquer  dans  ce  Chapitre  (*). 

Soit  donnée  l’équation  générale  du  qua- 
trième degré  , x*  -j-  a.v3  -|-  b xx  -j-  ex  -\-d 
= o , où  les  lettres , a , b } c , d , lignifient 
tous  les  nombres  imaginables.  Qu’on  fup- 
pofe  maintenant  que  cette  équation  foit  la 
même  que  celle  - ci , ( xx  -j-  ~ax  -\-p  ) * 
— (qx — o,  où  il  s’agilïe  de  déter- 


(*)  Cette  méthode  appartient  plutôt  à Louis  Ferrari.  On 
la  nomme  improprement  la  réglé  de  Bo-nh!!i  , ainft  qu'on 
attribue  à Cardan  la  méthode  imaÿr.Çe  par  Scifion  F/rrco ^ 
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miner  les  lettres  p , q & r,  de  maniéré  qu’on 
obtienne  l’équation  propofée.  Si  on  range 
la  nouvelle  équation , on  aura 

x* ax' -\-'-aax  x -j-  apx-\-pp 
«-j-  ipxx — iqrx — rr 
— qqxx 

Or  les  deux  premiers  termes  font  ici  déjà 
les  mêmes  que  dans  l’équation  donnée  -,  le 
troifieme  terme  exige  qu’on  fafle  ^aa-\-  ip 

— qq  = b,  ce  qui  donne  qq  = -aa-\~ip 

— b ; le  quatrième  terme  indique  qu’on 
doit  faire  ap  — i qr=c  , ou  iqr  — ap — c ; 
enfin  on  a pour  le  dernier  terme  pp — rr 
=d  , ou  rr—pp  — d.  Voilà  donc  trois 
équations  qui  doivent  donner  les  valeurs 
de  p y q & r, 

767- 

La  maniéré  la  plus  facile  d’en  tirer  ces 
valeurs  efi:  la  fuivante  : qu’on  prenne  la  pre- 
mière équation  quatre  fois , on  aura  4 qq 
~aa — j—  8/7  — 4 b;  cette  équation  multipliée 
par  la  derniere , rr^pp  — d ? donne 


Aqqrr 
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4qqrr=%p'  >-|-(aa — 4Æ)  pp — -8 dp^-d 
( aa — 4b). 

Si  de  plus  on  quarre  la  fécondé  équation  , 
on  aura  4 qqrr^=:aapp — îacp-^- cc.  Ainli 
nous  avons  pour  4 qqrr  deux  valeurs  qu’on 
peut  égaler  entr’elles , ce  qui  fournit  l’équa- 
tion 8/?1  — }—  (aa — 4 b)  pp — 8 dp — d(aa — 4 b) 
=aapp — iacp-\-cc  , ou  , en  portant  tous 
les  termes  d'un  même  côté,  8 p' — 4 bpp 
-j -{lac — 8 J) p — aad-\-+bd — cc=o  , équa- 
tion du  troifieme  degré  , qui  donnera  tou- 
jours la  valeur  de  p par  les  réglés  expofées 
plus  haut. 

768. 

Ayant  donc  déterminé  les  trois  valeurs 
de  p par  les  données  a , b , c , d ce  qui 
ne  demande  que  d’avoir  trouvé  une  feule 
de  ces  valeurs  , on  aura  aufli  les  valeurs 
des  deux  autres  lettres  q & r ; car  la  pre- 
mière équation  donnera  q=^'-aa-\-2.p-b> 
& la  fécondé  donne  Or  ces  trois 

valeurs  étant  déterminées  pour  chaque  cas 
Tome  /.  T t 
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donné  , voici  comment  on  pourra  trouver 
enfin  les  quatre  racines  de  1 équation  pro- 
pofée  : 

Cette  équation  ayant  été  réduite  à la 
forme  ( xx-\-±a xp)' — °* 

on  aura  (xx-j-^ax-j-/?)1  — (f  x-J-r)1, 
& en  tirant  la  racine,  xx  -\--^ax-\-p=qx 
-{-r,  ou  bien  xx-j -lax-\-p= — qx — r. 
La  première  équation  donne  xx  = (<]—{*) 
x—  p-\-r,  d’où  l’on  peut  avoir  deux  ra- 
cines ; & la  fécondé  équation , à laquelle  on 
peut  donner  la  forme  xx  =— 
x—p—r , fournira  les  deux  autres  racines. 

769. 

Edairciffons  cette  réglé  par  un  exemple , 
& fuppofons  donnée  l'équation  x4— iox* 
-J-3JXX—  50x-{-  24  — 0.  Si  nous  la  com- 
parons avec  notre  formule  générale  , nous 
avons  a~ — 10  , b=  3 j , c=—  5 o , > 

& par  conféquent  l’équation  qui  doit  donner 
la  valeur  de  p eft  8 p'  — 140 pp-)p%0$P 


£>*  A L G E B R E.  659 

~ 1340= o,  ou  ip ’ — )jpp-\-ioip — 385 
= 0.  Les  divifeurS  du  dernier  terme  font 
1,5,7,11,  &c.  Le  premier  1 ne  fatis- 
fait  pas  ; mais  en  faifant  p=  5 , on  trouve 
250 — 875-f-ioio — 385=0 , en  forte  que 
p = 5.  Si  on  fuppofe  de  plus  p=y,on 
trouve  686 — 1715  -f-141 4 — 385  = 0, 
marque  que  p— 7 eft  la  fécondé  racine. 
Il  refte  à trouver  la  troificme  racine  : qu’011 
divife  donc  l’équation  par.  2 , pour  avoir 
p ' — ~pp  -|- 1 o \p — ~ — o , &:  qu’on  çon- 
fidere  que  le  coefficient  du  fécond  terme , 
ou— , étant  la  fomme  de  toutes  les  trois 
racines  , & les  deux  premières  faifant 
enfemble  1 2 , la  troifieme  doit  néceflaire- 

meat  être 

Nous  connoiflons  par  conféquent  les 
trois  racines  en  queftion.  Mais  remarquons 
qu’une  feule  eût  fuffi , parce  que  chacune, 
donne  également  les  quatre  racines  de 
notre  équation  du  quatrième  degré. 


66o 
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770. 

Pour  le  prouver  , foit  d’abord  p—$, 

nous  aurons  q=  y/zj  -f- 10 — 3 5 = 0,  & 
r — — s±î±°=î.  Or  rien  n’étant  déterminé 

O O 

par-là  , prenons  la  troifieme  équation  rr 
—pp — d=.i<) — 14=1 , de  forte  que  r=i  ; 
nos  deux  équations  du  fécond  degré  feront: 
\.)xx=.  5*  — 4,  II.)  xx=  j x — 6. 

La  première  donne  les  deux  racines  x 
= ou  x = ^ , c’eft-à-dire  x—4 

& X=ll. 

La  fécondé  équation  donne  x=^  + 
c’eft-à-dire  , x = 3 & x = i. 

Mais  fuppofons  maintenant  p = 7 , nous 

aurons  q=\/i 5 — }—  1 4 — 35  = 1 & r = 

— Z21?2== — 3,  d’où  réfultent  les  deux 
équations  du  fécond  degré  ,1.)  x x = 7 x 

— 1 2 , IL)  xx  = 3 x — 2 j la  première  donne 

= \/'~  , ou  x ainfi  x = 4&  x 

r=2  : la  fécondé  fournit  la  racine  x—1 

/ + - * 

+ y ="•  i & par  conféquent  x = 2 , & 
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’jf=i  j de  forte  que  par  cette  féconde 
fuppofition  on  trouve  les  mêmes  quatre 
racines  que  par  la  première. 

Enfin  les  mêmes  racines  fe  trouvent , par 
la  troifieme  valeur  de  p,  = ^.  Car  on  a 

dans  ce  cas  ÿ = \/  M “b  1 1 — 3 5 = 1 > & 
r — — = — Lj  & par -là  les  deux 
équations  du  fécond  degré  , 

l)xx=6x  — 8,  II.) xx  = 4* — 3. 

On  tire  de  la  première , x = 3 + y/ 1 , c’efl- 
à<fire,jv  = 4 & x = t ; & de  la  fécondé  , 
i-z  + Z 1 ,c’eft- à-dire, * = 3 & x=  1 , 
ce  qui  forme  encore  les  quatre  racines 
trouvées  ci-devant. 

77».  ; 

Soit  propofée  cette  autre  équation  , xA 

— i6x — 11  = 0,  dans  laquelle  <z  = o, 
b— o , c=  — 16 , d= — 1 1.  Notre  équa- 
tion du  troifieme  degré  fera,  8 

— ij6  = o,  ou — (—  1 xp — 3i=o,&  on 
peut  rendre  cette  équation  encore  plus  fim- 
ple,  en  faifant^=:2f  ,•  car  on  a alors 

Tt  3 
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—J-  z 4/  — 3i=o,ou/,-j-3f  — 4=0.  Les 
divifeurs  du  dernier  terme  font  1,2,  4. 
Une  des  racines  fe  trouve  être  r=  r -,  donc 
p=i  ,q=  \ 4 = 2 , & r='^=  4.  Par 
conféquent  les  deux  équations  du  fécond 
degré  font  xx=zx-^-i  xx= — ix — 6, 
& elles  fournirent  les  racines  x — 1 ±✓1 
& x = — 1 + \/ — J. 

772. 

♦ 

• Nous  tâcherons  de  rendre  encore  plus 
familière  la  réfolution  dont  nous  parlons , 
en  la’  répétant  toute  entière  dans  l’exem- 
ple fuivant  : 

On  a lequation  x4 — 6x5-]-  nxx — izx 
-}-  4 =0  , qui  doit  être  contenue  dans  la 
formule  (xx  — 3 x -f-/’)1  — (ÿ x-f-r)3=o , 
dans  la  première  partie  de  laquelle  on  a 
mis  — 3*,  parce  que — 3 cft  la  moitié 
du  coefficient  — 6 du  fécond  terme  de 
l’équation  propofée.  Cette  formule  étant 
développée,  donne  x 4 — 6x'  (ip  -j-  9 
v-qq)  XX  — (6p -{-  ici)  x -\-pp  — rr=  o , à 
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comparer  avec  notre  équation , 8ç  il  en 
réfulte  les  égalités  fuivantes  : 

I.)î/H~9 — 77= 1 1 » H*  ) 6p-]riqr=\  î ; 
HI  -)pp  — rr=  4.  La  première  donne  , 77 
z=zp—r-y  j la  fécondé  , iqr=i  1 — 6p,  ou 
qr—6 — 3 p;  la  troifieme  , rr=pp — 4. 
Multipliant  rr  par  77,  on  a qqrr—ip ’ 
— 3 PP  — 8/7— |—i  z j & d’un  autre  côté  , fi 
on  quarre  la  valeur  de  qr , on  a qqrr=z  3 6 
— 3 fy-\~9PP  > ainfî  nous  avons  l’équation 
*/>’ — }pp — 8/7— 1 i=9fp — }6p-\-y6 , ou 
2 p' — 1 ipp-\-z8p — 24  = 0,  ou  /?’  — 6pp 
-j-i  tp  — 1 2=0  , dont  une  des  racines  eft 
p=i  5 & il  s’enfuit  que  77=1  , 7=1  & 
qr=r=o . Donc  notre  équation  fera  (xx 
— 3x-f-i)’=jrj£'  > & Ia  racine  quarrée  en 
fera  xx — }x  + 2=+x.  Si  on  adopte  le 
ligne  fupérieur , on  a x*=4* — * j & en 
admettant  le  figue  inférieur  i on  obtient  xx 
=ix — 2 } d’où  fe  tirent  les  quatre  racines 
x=2+ y/  2 , & x=i  + y/ — 1. 
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CHAPITRE  XV. 

D'une  nouvelle  méthode  de  réfoudre  les 
Equations  du  quatrième  degré. 

773- 

o lA  avons  vu  comment , par  la  réglé 
de  Bombelli , on  réfout  les  équations  au 
quatrième  degré  par  le  moyen  d’une  équa- 
tion du  troifieme  degré  ; mais  on  a trouvé , 
depuis  l’invention  de  cette  réglé , une  autre 
voie  pour  parvenir  à cette  réfolution  ; & 
comme  cette  méthode  eft  tout-à-fait  diffé- 
rente de  la  première , elle  mérite  d’être 
expliquée  féparément  (*). 

774- 

On  fuppolè  que  la  racine  d’une  équa- 
tion du  quatrième  degré  a la  forme  x=y/ p 

(*)  La  m'thode  dont  il  va  être  queftion , appartient 
à M.  EuLr  lui-même.  Il  l’a  expofee  dans  le  fixieme  vo- 
lume des  anciens  Commentaires  de  Pétersbourj. 
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4V / r » où  les  lettres  p , q , r ligni- 
fient les  racines  d’une  équation  du  troifieme 
degré , ? — fa-\~g\— /l=°  » cn  forte  <Iue 
> P‘i-\-PrMr—S>  & pqrz=!u 
Cela  pofé , on  quarre  la  formule  adoptée , 
x=y p-\-\/ r t & on  a xx  =p-\-q 
-\-r-\-i  Ÿ pq-\-2  y pr-\-i  y/ qr  ; & puifque 
p-\-q-\-r=f , on  a xx—f=iypq-\-iy  pr 
-\-Wqn  on  prend  de  nouveau  les  quarrés , 
& on  trouve  x * — ifxx-\-ff=4pq-\-Apr 
PP1r~\~^  '‘J PLHrJT%  V7 P9rr • 


4pq-\-  4pr-\~4qr=4g , ainfi  l’équation  de- 
vient x4 — '■ — 4 £=8  \ pqr . (y/ p 

JT\/<1+Vr)  i v/HVHV '•==*  > 

& pqr=h  y ou  y pqr=y  h ; donc  on  par- 
vient à l’équation  du  quatrième  degré  x* 
— ifxx — %x\/h-\-ff— 74^=0  , dont  une 
des  racines  eft  furement  x — ^p-\~\/q 
— y/ /■  9 & oh  p , q & r font  les  racines  de 
l’équation  du  troifieme  degré,  — /{{ 


666 


E L É M E N S 


775- 

L équation  du  quatrième  degré , à la- 
quelle nous  fommes  parvenus , peut  être 
regardée  comme  générale  , quoique  le  fé- 
cond terme  x’  y manque  * car  nous  ferons 
voir  plus  bas  qu’une  équation  complété 
quelconque  peut  être  transformée  en  une 
autre  où  le  fécond  terme  foit  ôté. 

Soit  donc  propofée  l’équation  x*  — axx 
■ — hx — c=o , pour  en  déterminer  une  ra- 
cine. Nous  la  comparerons  avec  la  for- 
mule trouvée  , afin  de  parvenir  aux  valeurs 
d ef,g&c  h ; il  faut  i°.  que  if==a  , 8c 
f=\ » que  8 \/h=b  y ainfi  A = 

3°.  que  ff  4g—  c , ou  ^-4g-+c=o  , 
ou  '-aa-j-c=4g,-  Par  conféquent  queg-=^ 
aa  4-  ' c. 

776. 

Puis  donc  que  l’équation  x * — axx — bx 
— c= o , donne  les  valeurs  des  lettres  f, 
. g & h , de  maniéré  que/=7a,  g— 
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>-}- î c , & h ^ bb , ou  yj h — ? b , on  for- 
mera de  ces  valeurs  lequatibn  du  troifiemc 
degré  — h=o,  pour  en  cher- 

cher. les  trois  racines  par  la  réglé  connue. 
Et  fi  l’on  fuppofe  ces  racines  , I.)  {=p , 
II.)  £=  y,  III.)  i=r , il  faut  qu’une  des 
racines  de  notre  équation  du  quatrième 

degré  foit  x = y/ p- J-  y/  q-\-  y r> 

• 

777 • 

Il  femble  d’abord  que  cette  méthode 
ne  fournit  qu’une  feule  des  racines  de 
l’équation  propofée  ; mais  fi  on  réfléchit 
que  chaque  figne  y / peut  être  pris,  tant 
négativement  que  pofitivement , on  fentira 
fur  le  champ  que  cette  formule  contient 
meme  toutes  les  quatre  racines. 

11  y a plus  : fi  on  vouloit  admettre  tous 
les  changemens  poflïbles  des  fignes , on 
auroit  huit  valeurs  différentes  pour  x , & 
cependant  quatre  feulement  peuvent  avoir 
lieu.  Mais  remarquons  que  le  produit  de 
’ces  trois  termes,  qui  efl  y/^r , doit  être 
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égal  à y/  h = \b , & que  fi  \b  eft  pofitif , 
le  produit  des  termes  y/ p , y/  q & y/ r , 
doit  pareillement  être  pofitif,  de  forte  que 
les  variations  admifîibles  fe  réduifent  aux 
quatre  qui  fuivent  : 

l. )  *=  y/p+y/q+y/r, 

IL)  *=  Vp—Vq—Vr, 

III. )  x=—y/p~^y/q—\/ry 

IV. )  x=—y/ p—y/ q+y/ r. 

De  même , quand  \b  eft  négatif,  on  a 
fimplement  les  quatre  valeurs  de  x que 
voici  : 

i.)  *=  Vp~\~Vî — Vr* 
il.)  x=  Vp-Vq- Wr> 

m. )  x=— Vp+>/q+\/r* 

IV.)  x——y/p—y/q—y/ r. 

Cette  remarque  nous  met  en  état  de 
déterminer  les  quatre  racines  dans  tous 
les  cas  ; l’exemple  fuivant  le  fera  voir. 
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778. 


Soit  propofée  l’équation  du  quatriemç 
degré  x 4 — z^x-j-ôox — )6=o  , dans 
laquelle  le  fécond  terme  manque.  Si  nous 
la  comparons  avec  la  formule  générale , 
nous  avons  a = i 5 , b= — do&c=36,' 
& après  ceb/=?,£~£+9=.§,  & 
h= 

du  troifieme  degré  devient  : 


lie  • r • 

~ ; moyennant  quoi  notre  équation 

• r»  « . 1 


Pour  chafler  d’abord  les  ffaéf ions , fai- 

fons  t :=  - : nous  aurons— — . - — U2^2 

' 4 64  2 i6~ 16 

=0 , & en  multipliant  par  le  plus 

grand  dénominateur,  — 5 o uu-\- 7 69 u 

— 3600  = 0.  11  faut  déterminer  les  trois 

racines  de  cette  équation  ; elles  fe  trouvent 

routes  trois  pofitives  ; l’une  d’elles  eft  «=9 , 

& en  divifant  l’équation  par  u — 9 , 011 

trouve  la  nouvelle  équation  uu  — 4m  +-400 

=0,  ou  uu=4iu — 400,  qui  donne  u 

* — • 2 II  V ^ f de  forte  cjue  les 


» 
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trois  racines  font  u= 9,  u—16 , & u—ij  '. 

Par  conféquer.t 

i.)c=î.U0ï=4,in.)ï=af 

4 Et  voilà  donc  les  valeurs  des  lettres  p , 
r , c’eft-à-dire  que p—j,  7 = 4,  r 
= Maintenant , fi  nous  faifons  atten- 
tion que  \/ pqr  =\//i  — — 'J. , & qu’ainfi 
cette  valeur  eft  négative,  il  nous 

faudra , pour  nous  conformer  à ce  qui  a 
été  dit  à l’égard  des  fignes  des  racines  y^p, 
\/q8c  y/r,  prendre  tous  ces  trois  radicaux 
en  moins , ou  n’cn  prendre  qu’un  feul  en 
moins  ; & par  conféquent , comme  y/ p 
= i , \/q=.i  & les  quatre 

racines  de  l’équation  propofée  fe  trouvent 
être  : 

!•)*=  Ï + 1—  î=  1 s 

H.)*=  î-»+i=  2, 

m.)x=-i+2+i==  3, 

•IV.)  X = — £ — 2 — — 6. 

De  ces  racines  réfultent  les  quatre  faveurs, 

*)(*— 3)C*+6)=o. 
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Les  deux  premiers  multipliés  enfemble , 
donnent  xx — $*-}-*  ; le  produit  des  deux 
derniers  eft  xx-^-}x  — 18  , & en  multi- 
pliant ces  deux  produits  l’un  par  l’autre , on 
trouve  exaftement  l’équation  propofée. 

779- 

Il  nous  refte  à faire  voir  comment  une 
équation  du  quatrième  degré,  dons  laquelle 
le  fécond  terme  fe  trouve , peut  être  tranf- 
formée  en  une  autre  où  ce  terme  manque. 
Nous  donnerons  pour  cet  effet  la  réglé  fui- 
vante. 

Soit  propofée  l’équation  générale  y 4 
-j-  ay'-\-byy-^cy-\-d—0.  Qu’on  ajoute  à 
y la  quatrième  partie  du  coefficient  du 
fécond  terme , ou  bien  a , & qu’on  écrive 
à la  place  de  la  fomme  une  nouvelle  lettre 
x y de  façon  que  y -j-  , & par  confé- 

quent y c=  x — i a;  on  aura  yy=xx — -1 
— x'  — - axx-\ -)-aax — i- 
a'  y & enfin  ce  qui  fuit  : 


V 
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y 4 = **  — ax’+jaaxx  — ~a'x  + -~a* 

+ayi *  = +^A.3  — laaxx  + ^à>x —a* 

+hy—  +bxx  —\abx  + —aab 

+ cy=  +cx  —±ac 

+ d — + d 

a4+  O — \aaxx+\à>x  — -^a* 

+ bxx  — \abx  H — \^aab 
+ cx  ~^ac 

+ d 

On  a donc  à préfent  une  équation , dans 
laquelle  le  fécond  terme  eft  ôté  , 6c  à la- 
quelle rien  n’empêche  d’appliquer  la  réglé 
donnée , pour  en  déterminer  les  quatre  ra- 
cines. Après  quoi  ces  valeurs  de  x étant 
trouvées  , on  déterminera  facilement  celles 
de  y , puifque  y — x — '-a. 

780. 

Voilà  où  on  eft  parvenu  jufqu’à  préfent 
dans  la  réfolution  des  équations  algébrique  s i 
c’eft  inutilement  qu’on  s’eft  donné  beaucoup 
de  peines  pour  réfoudre  de  la  même  ma- 
niéré les  équations  du  cinquième  degré  6c 

de 


1 
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de  dimenfcns  plus  élevées  , ou  pour  les 
réduire  du  moins  à des  degrés  inférieurs  y 
de  forte  qu’on  n’cft  pas  en  état  de  donner 
des  réglés  générales  pour  trouver  les  ra- 
cines des  équations  qui  paflent  le  quatrième 
degré. 

Tout  ce  qu’on  a eu  de  fuccès  ne  s’étend 
qu’à  des  cas  très-particuliers  -y  le  principal 
de  ces  cas  elt  celui  où  une  racine  ration- 
nelle a lieu  ; car  on  la  trouve  facilement 
par  la  méthode  des  divifèurs , parce  qu’on 
fait  qu’une  telle  racine  doit  toujours  être 
faéleur  du  dernier  terme  ; le  procédé  , au 
refte , efl:  le  même  que  celui  que  nous  avons 
enfeigné  pour  les  équations  du  troifeme 
& du  quatrième  degré. 

. 781. 

11  fera  cependant  nécefTaire  d’appliquer 
encore  la  réglé  de  BomkcUi  aufli  à une 
équation  qui  n’ait  point  de  racines  ra- 
tionnelles. 

Soit  donnée  l’équation  y 4 — $y’  -J-  i4yy 
Tome  1,  V v 
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4y — 8=0.  Il  faudra  commencer  par 
retrancher  le  fécond  terme,  en  ajoutant  le 
quart  de  fon  coefficient  à y , en  fuppofant 
y — i=x  , & en  fubflituànt  dans  lequa- 
tion  , au  lieu  de  y fa  nouvelle  valeur  x+z , 
au  lieu  de  y y la  valeur  xx  -J-  4*-}-4  , Sc 
au  lieu  de  yJ  la  valeur  *■’  -\-6xx-\~i  îx 
-J- 8.  Et  faifant  de  même  à l’égard  de  y, 
on  aura  : 

y=x4-{-8x’  + 14XX  4-  32 x +16 

— 8 y,=  — S*5  — 4 Hxx  — 96X—64 

+uyy=  4-14XX  + 56* +56 

-f-  4 y — + 4x  + ® 

— 8 = - 8 

x4-}-  o — îoxx—  4x4-  8=0. 
Cette  équation  étant  comparée  avec 
notre  formule  générale  , donne  a = 1 o , 
b= 4,  c— — 8 i d’où  nous  concluons  que 
f—S  , £=7»  h~\  & = { i que  le 

produit  \Zpqr  fera  pofitif  -,  & que  c’eft  de 
l’équation  du  troffieme  degré  5 4-  1Z 

^ — ^ = 0,  qu’il  faut  chercher  les  trois 
racines  p , q , r. 
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Retranchons  d’abord  les  fra&ions  de  cette 
équation.  Si  nous  faifons  { = ^ , nous  avons , 
après  avoir  multiplié  par  8 , l’équation  u> 
—r\Quu  -|~  17K — 2 = 0,  où  toutes  les 
racines  font  pofitives.  Or  les  divifeurs  du 
dernier  terme  font  1 &:  2 ; fi  nous  eflayons 
par  u=i  , nous  trouvons  1 — — z 

= 6 ; ainfi  l’équation  ne  fe  réduit  pas  à 
zéro;  mais  en  eflayant  par  u=  2 , nous 
trouvons  8 — 40-f-34 — i—o,  ce  qui  fa- 
tisfait  à l’équation  , & donne  à connoître 
que  u=z  eft  une  des  racines.  Les  deux 
autres  fe  trouveront  endivifant  par  u — 2 , 
comme  de  coutume  ; le  quotient  uu  — Su 
+ 1 =0  donne  uu=Su — 1 , & «=4+  1 5 . 

Et  puifque  { u , les  trois  racines  de  l’é- 
quation du  troifieme  degré  font , I.) 

=1  , H.)  {=^=  ±*U  m.) 
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783. 

Ayant  donc  déterminé  p>q,  r,  nous 
avons  auffi  leurs  racines  quarrées  , favoir  : 
y/ p=.\  , y/ ÿ— j^8 

; Mais  nous  avons  vu  plus  haut  ,(675, 
676),  que  la  racine  quarrée  de  a+  \/  b , 
<juand  y/  aa — b=c , s’exprime  par  \/ a+yb  b 
v=\/tt--  + \/—i  ainfi,  comme  dans  notre 
cas  a — 8 & V^  = iV  * 5 » & que  par 
confé'quent  b— 60  & c=i  , nous  avons 

y 8-j-i>/i5=v/ï+v/3>&  y/»— iV 

— V •>  — Vv 

Or,  nous  avons  maintenant  y/p=i9 
y/ÿ  — l--- 1'-  , & y/r—  ? ^ donc,  puis- 
que nous  l'avons  aufli  que  le  produit  de 
ces  quantités  eft  pofitif , les  quatre  valeurs 
de  x feront  celles-ci  : 

1.)  x=sp+v'q+Vr=i+-^3rzn 

—lJrV  5 > 

IL)  x=zVp-Vq-y/  ,= 1- 
=1-/5 , 
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ni.)  r=-v/ip+  V/ q—yj  T-- 1 +^L±tp_ta 
= — i-j-i/3 , 

IV.)  *=-y 'p—  v'  q+  ]/r==- 1 -V.-rw-v3 

=—l—|/3. 

Enfin , comme  nous  avions  yz=x-\- 2 , 
les  quatre  racines  de  l’équation  propofée 
font  : 

Vy= 3+ A iii.)>=.+\/ 3 , 

' JI0^-=3— V^5»  IV.)y=  i— V 3* 


CHAPITRE  XVI. 


De  la  réfolution  des  Equations  par  des 
approximations. 

784. 

I^orsque  les  racines  d’une  équation  ne 
font  pas  rationnelles , foit  qu’on  puiffe  les 
exprimer  par  des  quantités  radicales , foit  ' 
qu’on  n’ait  pas  même  cette  reiTource , 
comme  c’eft  le  cas  pour  les  équations  qui  a 
pafTent  le  quatrième  degré)  on  eft  obligé  de  - 

V v 3 
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fç  contenter  de  déterminer  leurs  valeurs  par 
des  approximations,  c’eft-à-dire  par  des 
voies  qui  font  qu’on  approche  toujours 
davantage  de  la  vraie  valeur  , jufqu’à  ce 
que  l’erreur  puiffe  être  cenfée  nulle.  On  a 
propofé  differentes  méthodes  de  cette  ef- 
pece  , nous  allons  détailler  les  principales, 

785. 

Le  premier  moyen  dont  nous  parlerons , 
fuppofe  qu’on  ait  déjà  déterminé  aflez  exac- 
tement la  valeur  d’une  racine  (*)  -,  qu’on 
fâche  , par  exemple , qu’une  telle  valeur 
furpaffe  4,  & qu’elle  eftplus  petite  que  5. 
Dans  ce  cas , (1  l’on  fuppofe  cette  valeur 
=4-j -p  y on  eft  sûr  que  p exprime  une 
fraélion.  Or  fi  p eft  une  fraétion  , & par 
conféquent  moindre  que  l’unité , le  quarré 

(*)  Cette  méthode  eft  celle  que  Newton  a donnée  au 
Commencement  de  fa  méthode  des  fluxions.  En  l’appro- 
fondifiant  on  la  trouve  fujette  à différentes  imperfections  \ 
c’eft  pourquoi  en  y fubftituera  avec  avantage  la  méthode 
que  M.  de  la  Grange  a donnée  dans  les  Mémoires  de 
lier  lin  f pour  les  années  1767  et  1768, 
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de  p y Ton  cube  , & en  général  toutes  les 
puiffances  plus  hautes  de  p , feront  encore 
beaucoup  plus  petites  à l’égard  de  l’unité , 
& cela  fait  que  , puifqu’il  ne  s’agit  que 
d’une  approximation  , on  peut  les  omettre 
dans  le  calcul.  Quand  on  aura  donc  dé- 
terminé à peu  près  la  fra&ion  p , on  con- 
noîtra  déjà  plus  exa&ement  la  racine  4 +p  ; 
on  partira  de  là  pour  déterminer  une  nou- 
velle valeur  encore  plus  exaéie  , ' & on 
continuera  de  la  même  maniéré  , jufqu’à 
ce  qu’on  ait  approché  de  la  vérité  autant 
qu’on  le  fouhaitoit. 

786. 

Nous  éclaircirons  cette  méthode  d’abord 
par  un  exemple  facile  , en  cherchant  par 
approximation  la  racine  de  l’équation  xx 
E=  10. 

On  voit  ici  que  x eft  plus  grand  que 4 
& plus  petit  que  5 î en  conlêquen-e 
cela  on  fera  x = 4 -\-p , & on  aura  x x=  r 6 
-\-%p-\-pp=io  y mais  comme  pp  eft  très- 

Vv  4 
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petit , on  négligera  ce  terme  pour  avoir 
feulement  l’équation  i6-J-8/j=:zo,  ou  %p 
t=4  j elle  donne  p=^(k  x = 4 ce  qui 
approche  déjà  beaucoup  plus  de  la  vérité. 
Si  donc  on  fuppole  à préfent  x=  4 ^ + fi 
on  eft  lur  que  p lignifie  une  fraftion  en- 
core beaucoup  plus  petite  qu’auparavant , 
& qu’on  pourra  négliger  pp  à bien  plus 
forte  raifon.  On  aura  donc  jtjc=zo^ 
>>1-9/7=20,  ou  9 p— — &parconfé- 
quent p—  ^ ; donc  — $=4$ 

Que  fi  l’on  vouloir  approcher  encore 
davantage  de  la  vraie  valeur  , on  feroit 

•*  = 4 y6-\-P  > & on  aurait  *x  = 

Lj-8  Ÿ6P==i Oî  ainfi  S%p=—  T^>  32 rp 

' ïï$6  36*  ^ P 36.J11  11591* 

Donc  x=4—. — =4  -—.valeur  qui 

“36  11591  ^11591’  T 

approche  fi  fort  de  la  vérité  , qu’on  peut 
ayec  confiance  regarder  l’errçur  commç 
r.ulle,  * • 
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787. 

Généralifons  ce  que  nous  venons  d’ex- 
pofer , en  fuppofant  que  l’équation  donnée 
foit  xx— a , & qu’on  fâche  d’avance  que  x 
eft  plus  grand  que  n , mais  plus  petit  que 
/?— }—  i . Si  après  cela  nous  fuppofons  x—n 
en  forte  que  p doive  être  une  frac- 
tion , & que  pp  puifle  fe  négliger  comme 
une  quantité  très-petite  , nous  aurons  xx 
—nn  -\-inp—a  ; ainfi  2 np=^a  — nn  3 & 

p—-^-i  par  comequent  x=.n-\ — ^ 

Or  fi  n approchoit  déjà  de  la  vraie 
valeur  , cette  nouvelle  valeur  en  ap- 
prochera encore  beaucoup  plus.  Ainfi  en 
la  fubftituant  à n y on  fe  trouvera  encore 
plus  près  de  la  vérité  ; on  aura  une  nou- 
velle valeur  qu’on  pourra  fubftituer  de  nou- 
veau , afin  d’approcher  encore  davantage  ; 
& on  pourra  continuer  le  même  procédé 
suffi  loin  qu’on  voudra. 

Soit,  par  exemple,  a—\3  c’eft-à-dirc 
qu’on  demande  la  racine  quarrée  de  z -3  fi 
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on  connoît  déjà  une  valeur  aflez  appro- 
chante , & qu’on  l’exprime  par  n,  on  aura 
une  valeur  de  la  racine  encore  plus  appro- 
chante, exprimée  par2^.  Soit  donc 

I. )  n=i  , on  aura  x=|-, 

II. )  tz=|  , on  aura 

III. )  « = ^,  on  aura  x=57Z; 

êc  cette  derniere  valeur  approche  fi  fort 
de  \A  , que  fon  quarré^^  ne  différé  au 
nombre  2 que  de  la  petite  quantité  » 
dont  il  le  furpaffe. 

' 788- 

On  pourra  procéder  de  la  même 
manière,  quand  il  s’agira  de  trouver  par 
approximation  des  racines  cubiques  , 
quarré-quarrées  , & c. 

Soit  donnée  l’équation  du  troifieme 
degré  , x ’ = a , & qu’on  fe  propofè  de 

trouver  la  valeur  de  \/û.  On  fuppolèra, 
fachant  qu’eüe  eft  à peu  près  n ,q\te  x—n 
j on  aura , en  omettant  pp  & p' , x 1 
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i ainfï  ynnp-=a — n1 , 

tk p =ü — ,•  donc  xz=ln  +a-.  Si  donc 

1 3 nn  3/1/1 

n efl:  de  fort  près  = \/ a,  la  formule  que 
l’on  vient  de  trouver  en  approchera 
encore  beaucoup  plus.  Mais  pour  une 
précifion  encore  plus  grande , on  pourra 
la  fubftituer  à fon  tour  à la  place  de  nf 
& ainfi  de  fuite. 

Soit  par  exemple  x’=i  , & qu’on 

veuille  déterminer  y/2.  Si  n approche  de 

près  le  nombre  cherché , la  formule  - n 

7 3/2/1 

exprimera  ce  nombre  encore  de  plus  près  ; 
qu’on  fafle  donc 

I. )  /ï=i  , on  aura  x = 4-y 

II. )  , on  aura  x=~, 

III.)  /i=*i,  on  aura  x 

' 7*  7 118634194 


789. 

On  emploie  cette  méthode  avec  le  même 
fuccès  , pour  trouver  par  approximation 
les  racines  de  toutes  les  équations. 
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Suppofons  , pour  le  faire  voir,  qu’on  ait 
l’équation  générale  du  troifieme  degré  , 
x'-\-axx-\-bx-\-c=o  , où  n approche 
déjà  beaucoup  d’une  des  racines.  Faifons 
jc=zn — p ; & , puifque  p fera  une  fraéHon , 
négligeant  les  puiffances  de  cette  lettre 
plus  hautes  que  le  premier  degré,  nous 
aurons  xx=nn — znp  — 3 npp, 

d’où  réfulte  l’équation  n’  ^nnp~\-ann 
— xanp-^-bn — bp czxzo  t ou  n'-^-ann 
é«-j-c=  3 nrrp- {- 1 anp-\-bp—  (3  nn~\~ ian 
. • r n'-^-ann-lrbnArC  _ 

,„„+2(,„+4  >&* 
/n’  + ann  + bn  + c\ z n'  +ann — c 

n v 3/2/z— [-  ian-^-b  * 3 nn-\-xan-\-b 

Cette  valeur , qui  eft  déjà  plus  cxafte  que 
la  première , étant  fubftituee  à la  place  de 
n , en  fournira  une  nouvelle  encore  plus 
exafte. 


79°. 


Soit , pour  appliquer  ce  procédé  à un 
exemple , x5-J~  - jo—o  , où 
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a=?i,  b=i  & c = — ço.  Si  n eft  cenfé 

approcher  de  près  une  des  racines , * 

2rt’-f- 2/Z/Z  —J—  r . 

= ; ; , lera  une  valeur  en- 

ynn~\~An~\~} 

core  plus  proche  de  la  vraie.  Or  la  valeur 
x=)  n’étant  pas  éloignée  de  la  véritable, 
nous  fuppoferons  /z=  3 , & nous  trouvons 
x~rr  Que  h n°us  écrivions  cette  nou- 
velle valeur  à la  place  d en,  nous  en  trou- 
verions une  autre  encore  plus  exaéle. 


791* 

Nous  ne  donnerons  pour  les  équations  1 
des  degrés  fupérieurs  au  troifieme , que 
l’exemple  fuivant  : 

Soit  x'  = 6x— f-  r o , ou  x ’ — 6x — 10 
=0,  où  on  remarque  facilement  que  1 
eft  trop  petit , & que  2 eft  trop  grand.  Or, 
fi  x=n  eû  une  valeur  aflez,  proche  de  la 
vraie  , & qu’on  fafîe  x=n  -j-p  , on  aura 
x'  — n'  j n* p > & par  conféquent  n% 

5 /2“/7=  6/z  — }—  — |—  10,  ou  }n*p  — 6p 

= 6/z-j-io — n \ Donc  p=z?n^~l° 

r j/z4— 6 
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0 

& x—**n  Qu’on  fuppofe  n=  ii 

5/z4 — 6 7 

on  aura  x=  ^ = — 14  ; cette  valeur  eft 
tout-à-fait  impropre , & cela  vient  de  ce 
que  la  valeur  approchée  de  n étoit  de  beau- 
coup trop  petite.  On  fera  donc  n = i , & 
on  aura  x=~^  = valeur  qui  s’écarte 
beaucoup  moins  de  la  vraie.  Si  on  fe  don- 
noit  la  peine  de  fubftituer  maintenant , au 
lieu  de  n , la  fraélion  j7 , on  parviendroit 
à une  valeur  encore  bien  plus  exaéle  de 
la  racine  x. 


79 2* 

Voilà  la  méthode  la  plus  ordinaire  pour 
trouver  par  approximation  les  racines  d’une 
équation , & elle  s’applique  utilement  dans 
tous  les  cas. 

Nous  allons  indiquer  cependant  une  autre 
méthode  , qui  mérite  attention  à cau/è  de 
la  facilité  du  calcul  (*).  Le  fondement  de 

(*)  La  méthode  d'approximation  qui  fuit  , fe  fonde 
fcr  la  thcprie  des  qu’ofl  BVmiue  ricitnauts  ,■  &.  qui 


Dgle 
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cette  méthode  confiée  à déterminer  pour 
chaque  équation  une  fuite  de  nombres , 
comme  a , b , c , &c.  tels  que  chaque  terme 
de  la  fuite , divifé  par  le  précédent , indique 
la  valeur  de  la  racine  d’autant  plus  exac- 
tement , qu’on  aura  continué  plus  loin  cette 
fuite  de  nombres. 

Suppofons  que  nous  foyons  parvenus  déjà 
aux  termes/?,  q t , &c.  il  faudra  que 

indique  la  racine  x déjà  allez  exa&ement 
c’ell-à-dire  qu’on  a;t  à très-peu  près£=x. 
On  aura  de  même  ~ = x , & la  multipli-, 
cation  des  deux  valeurs  donnera  -=xx, 

p 

ont  été  imaginées  par  M.  de  Moivre.  On  doit  cette  mé^ 
thode  à M.  Daniel  Bernoulli  , qui  l’a  donnée  dans  les 
anciens  Commentaires  de  Pétersbourg  , tom.  III.  Mai» 
M.  Euler  la  préfente  ici  fous  un  point  de  vue  un  peu 
différent.  Ceux  qui  fouhaiteront  d’approfondir  ces  ma- 
tières , peuvent  confulter  les  chapitres  xin  & xvii  du 
premier  volume  de  l’Lurod.  in  anal,  infinitorum  de  notre 
célébré  Auteur  : Ouvrage  excellent  , dans  lequel  plu- 
fieurs  des  matières  traitées  dans  cette  première  partie , et 
beaucoup  d’autres  également  relatives  aux  Mathémati- 
ques pures , font  développées  areq  autajjt  dç  ^larté  quq 
4e  profonde^. 
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De  plus , comme  , on  aura  aufii  f 
= enfuite , puifque  j , on  aura 
r=x*,  & ainfi  de  fuite. 

793- 

Afin  de  nous  expliquer  mieux  fur  cette 
méthode  , nous  commencerons  par  l’équa- 
tion du  fécond  degré  jrx=x-[-i  , & nous 
fuppoferons  que  dans  la  férié  ci  deflus  fe 
préfentent  les  termes  p , q,  r,/,  t , &c. 
Or,  comme  i =x  , & ~=xx  , nous  ob- 
tiendrons l’équation  , ou  q-\-pz=r. 

Et  comme  nous  trouvons  de  la  même  ma- 
niéré que  j=r-\-q  , & t=f-\-r  ; nous  en 
concluons  que  chaque  terme  de  notre  fuite 
eft  la  fomme  des  deux  termes  précédens  ; 
de  forte  qu’ayant  les  deux  premiers  termes, 
on  cft  en  état  de  continuer  facilement  la 
fuite  aufii  loin  qu’on  voudr.a.  Quant  à ces 
deux'premiers  rermes , on  peut  les  prendre 
à volonté  i fi  nous  fuppofons  donc  qu’lis 
foient  0,1,  notre  fuite  fera  o , î , 1,2» 

3 i 
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3 » Ç » 8 , 1 3 , 21 , 34 , 5 5 , 89  , 1 44 , &c. 
& telle  que , fi  on  en  divife  un  terme  quel- 
conque par  celui  qui  le  précédé  immédia- 
tement , on  aura  une  valeur  de  x d’autant 
plus  approchante  de  la  véritable , qu’on 
aura  choifi  un  terme  plus  éloigné.  L’erreur , 
à la  vérité,  eft  très-grande  au  commen- 
cement j mais  plus  on  avance , & plus  elle 
diminue.  V oici  la  fuite  de  ces  valeurs  de  x , 
dans  l’ordre  où  elles  s’approchent  toujours 
davantage  de  la  véritable  : 
x — I 1 i ■ t 1 * 'J  11  1*  ss  . 

8 » 13  > 11  ’ J4  » 

îi*  &C 

Si,  par  exemple  , on  fait  *==!!,  on  a 
+ 1 = % » où  rerreur  n’eft"  que  de 
^ : les  termes  fuivans  la  donneroient  en- 
core plus  petite. 

794-  , 

Confidérons  aufîi  l’équation  xx^=ix-\-\  j 
tk  puifque  toujours  & xx=j, 

nous  aurons -=**  -j- 1 , ou 
Tome  I.P  Xx 
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d’où  nous  concluons  que  le  double  de 
chaque  terme  ajouté  au  terme  précédent , 
donne  le  terme  fuivant.  Si  nous  commen- 
çons donc  encore  par  o , i , nous  aurons 
la  férié  : 

o , i , i , 5 , i ï , 19 , 70 , 169 , 408 , &c. 
d’où  il  s’enfuit  que  la  valeur  cherchée  de  je 
fera  exprimée  de  plus  en  plus  exaftement 
par  les  fraélions  fuivantes  : 

1 * 11  29  70  169  408  o 

5 * 11  * 19  * 70*  iÉÿ  * " 

lefquelles  , par  conféquent , approcheront 
toujours  davantage  de  la  vraie  valeur  x 
= 1 -|-  \A  ; de  forte  que  fi  on  retranche 
de  ces  fra&ions  l’unité  , la  valeur  de  \/z 
fe  trouvera  exprimée  de  plus  en  plus  exac- 
tement par  les  fraélions  ; 

* 1 1 7 »7J  41  99  *39 

• *i  > a * 5 * 11  * 19  * 70’  169  * * 

Par  exemple,  ga  pour  quarré^,  ce 
qui  ne  différé  que  de— du  nombre  2. 

795. 

<■  Cette  méthode  n’cft  pas  moins  appli- 
cable aux  équations  qui  ont  un  plus  grand 
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nombre  de  dimenfions.  Si  l’on  a , par  exem- 
ple , l’équation  du  troifieme  degré  x'~xx 
i , on  fera  x=f  , xx=^  & 

& on  aura f=.r-\- zq -J-^> ? par  0ù 
l’on  voit  comment , par  les  trois  termes 
p t q & rt  on  doit  déterminer  le  fuivant  f ; 
& comme  le  commencement  eft  toujours 
arbitraire  ; on  peut  former  la  férié  qui  fuit  : 
0,0,1,  1,3,6,  13,  28, 60 , 129,  Sec» 
de  laquelle  réfultent  les  fractions  fui  vantes 
pour  les  valeurs  approchées  de  x : 

.0  1 1 J £ i?  18  éo  119  o 

0*0*  i*  1*3*  6 * 13  * a8  * 60  * 

les  premières  de  ces  valeurs  font  prodigieu- 
fement  en  défaut  ; mais  fi  on  fubftitue  dans 
l’équation , au  lieu  de  x , ^jouy  ,•  on  trouve 
S'  = S + f + > ‘'erreur  rfeft 

que  de  £■ 

: 796. 

Il  faut  remarquer  cependant  que  toutes 
les  équations  ne  font  pas  de  nature  à pou- 
voir y appliquer  cette  méthode  ; & particu- 
lièrement lorfque  le  fécond  terme  manque , 

Xx  1 
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elle  ne  peut  être  employée.  Car  foit , 
par  exemple,  xx=i  -,  fi  on  vouloit  faire 
x=-Sc  xx=-,  on  auroit-  = i . ou  r 

p p1  p * 

= ip  y c’eft  - à - dire  r=oy-j-  zp  , d’oii 
réfui teroit  la  fuite 

i,  4, 4»  8, 8, 16,  i6,  32,3i&c. 

de  laquelle  on  ne  peut  rien  conclure , parce 
que  chaque  terme,  divifé  par  le  "précédent, 
donne  toujours  jc=  i , ou  x=  i.  Mais  on 
peut  obvier  à cet  inconvénient , en  faifant 
x=y — i i car  de  cette  façon  on  ayy~\~  ty 
— i = i ; & fi  l’on  fait  maintenant  y =•* 
&yy  = -,  on  trouve  l’approximation  que 
nous  avons  déjà  donnée  ci-deflus. 

797- 

Il  en  feroit  de  même  de  l’équation  xl 
i i elle  ne  fourniroit  pas  une  telle  fuite  de 

nombres  qui  indiquât  la  valeur  de  \/ z. 
Mais  on  n’a  qu’à  fuppofer  x=y — i 9 afin 
d’avoir  l’équationy’ — }yy~ {-  3 v — 1 = 2, 
ou y = 3 yy — 3J4- 1 » car  faifant  à préfent 
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y=  ) > yy—j  > & y=f,  on  a/=  3r— 3f 

-f-3/7 , moyennant  quoi  l’on  voit  comment 
trois  termes  donnés  déterminent  le  fuivant» 
Adoptant  donc  trois  termes  quelcon- 
ques pour  les  premiers , par  exemple  o , 
o,  1 , on  a la  férié  que  voici  : 

0,0,1  , 3, 6, 1 1,27,63, 144, 324,  &c; 

Les  deux  derniers  termes  de  cette  fuite 
donnent  5c  cette  fra&ion 

. approche  en  effet  affez  de  la  racine  cubique 
de  2 ; car  le  cube  de  eft  ^ , & celui  de 


798.  ; 

Il  faut  obferver  de  plus , au  fujet  de  cette 
méthode , que  lorfque  l’équation  a une 
racine  rationnelle , & qu’on  choifit  le  com- 
mencement de  la  période  tel  que  cette 
racine  en  réfulte , chaque  terme  de  la  fuite  , 
divifé  par  le  terme  précédent , donnera, 
également  la  racine  exa&ement. 

Pour  le  faire  voir , foit  donnée  l’équa- 
tion , dont  une  des  racines  eft. 

Xx  3 
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x ==  2 ; comme  on  a ici , pour  la  férié  ; 
la  formule  r—q-^-ip9  fi  on  prend  1 , 2 
pour  les  deux  premiers  termes  , on  a la 
fuite  1,2,4,  8,  1 5 , 32,  6 4 , &c.  qui 
efi  une  progrcfiion  géométrique  dont  l’ex- 
pofant  =2. 

. La  même  propriété  fe  prouve  par  l’équa- 
tion du  troifieme  degré  = 
qui  a x ==  3 pour  une  des  racines.  Si  on 
fuppofe  les  premiers  termes  1 , 3 , 9 , on 
trouvera,  par  la  formule J—r-\-  3f-f-9P, 
la  férié  1,3,9,  27?  81  , 243  » &c.  qui 
efi:  pareillement  une  progreflion  géomé- 
trique. 

799- 

Mais  lorfque  le  commencement  de  la 
fuite  s’écarte  de  la  racine , il  ne  faut  pas 
croire  qu’on  ira  du  moins  en  s’approchant 
de  cette  racine  ; car  lorfque  l’équation  a 
plus  d’une  racine , la  fuite  ne  donne  par 
. approximation  que  la  plus  grande  racine  ; 
,*n  ne  trouve  pas  une  des  moindres , à moins 
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d’avoir  choifi  les  premiers  termes  conve- 
nablement pour  cet  effet } cela  s’éclaircira 
par  l’exemple  fuivant  : 

Soit  l’équation  xx  = 4x  — 3 , dont  les 
deux  racines  font  xr=i  & x=y.  La  for- 
# mule  pour  la  fuite  eft  r=4ÿ — 3 p , & fi 
l’on  prend  1 , 1 pour  le  commencement 
de  la  férié  , qui  indique  par  conféquent  la 
plus  petite  racine  , on  a pour  la  fuite  en- 
tière : 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , &c.  mais 
« f\  on  adopte  pour  premiers  termes  les  nom- 
bres 1 , 3,  qui  contiennent.  la  plus  grande 
racine  , on  a la  fuite  : 1,3,  9,17,81, 
1243  » 7*9  » &c*  où  tous  les  termes  indiquent 
avec  précifion  la  racine  3.  Enfin  , fi  on 
adopte  un  autre  commencement  quel- 
conque , pourvu  qu’il  foit  tel  que  la  plus 
petite  racine  n’y  foit  pas  comprifè  , la  férié 
approchera  toujours  davantage  de  la  plus 
grande  racine  3 j c’eft  ce  qu’on  peut  voir 
par  les  fériés  qui  fuivent  : 


Xx  4 


Commencement , 

o,  L*  4 > *3  > 40,  lit  , 364  >&c. 

1 , i,  J , M»  41  > ***  , 365  , &c. 

*,  3_?  Lli  4i>  *ALî  36<*>>Q9S*&c« 
a,  i,-i, -11  ,-38,-118,-361,-1091 , 

— j 178 , & c. 

où  les  quotiens  de  la  divifion  des  derniers 
termes  par  les  précédens , approchent  tou- 
jours plus  de  la  racine  plus  grande  3 , & 
jamais  de  la  plus  petite.  , 

800. 

On  peut  appliquer  cette  méthode  même 
à des  équations  qui  vont  à l'infini  $ l’équa- 
tion fuivante  en  fournira  un  exemple  : 

= x'*-'  + x~-*+  & c. 

La  férié  doit  être  telle  pour  cette  équation , 
que  chaque  terme  foit  égal  à la  fomme 
de  tous  les  précédens  , c’eft-à-dire  qu’on 
aura 

L,  1 , 2_,  4*8,  16,31,64,  1 18  , Scc. 
d’où  l’on  voit  que  la  plus  grande  racine 
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de  l’équation  propofée  eft  exaéfement 
x = i j & c’eft  ce  qu’on  peut  faire  voir 
aufïï  de  la  maniéré  fuivante.  Qu’on  divifcs 
l’équa’tion  par^~,  on  aura 

,=;+?+?+p+&c- 

ce  qui  eft  une  progreflion  géométrique, 
dopt  la  fomme  fe  trouve=j7-t;  de  forte 
que  i ; multipliant  donc  par  x — i , 
on  a x — i=i,  & x=i. 

Soi. 

Outre  ces  deux  méthodes  de  déterminer 
par  des  approximations  les  racines  d’une 
équation , on  en  trouve  çà  & là  quelques 
autres  , mais  qui  font  toutes  ou  trop 
pénibles  ou  trop  peu  générales.  La  méthode 
qui  mérite  la  préférence  fur  toutes , eft 
celle  que  nous  avons  expliquée  en  premier 
lieu  ; car  elle  s’applique  avec  fuccès  à toutes 
les  efpeces  d’équations , tandis  que  l’autre 
exige  fouvent  que  f équation  foit  préparée 
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d’une  certaine  maniéré  , fans  quoi  on  ne 
pourroit  en  faire  ufage  ; nous  en  avons 
yu  la  preuve  dans  différens  exemples. 


Fin  de  F Analyse  déterminée . 

n 
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